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AVANT PROPOS 


Conformément à l'esprit de cette collection de MANUELS 
par laquelle les Editions CL.E. enrichissent la bibliothèque 
universitaire, nous avons tenté par l'ouvrage que vous avez entre 
les mains de proposer au lecteur étudiant et ingénieur un outil 
hauiement opérationnel. 


Une large gamme d'exercices est précédée des éléments de 
cours indispensables. 

Des propositions de solutions sont regroupées à la fin de 
chaque chapitre. 


Ce travail est proposé en trois tomes. 


Alors que le Tome J traite des problèmes de dénombrement 
en présentant les notions fondamentales du calcul de probabilité 
(variables aléatoires, discrètes et continues. & une dimension) , le 
tome JI a concerné les lois de probabilité discrète et continues et 
maultidimensionnelles. 


Le présent tome JI propose 80 exercices corrigés ainsi que les 
support de cours indispensable pour l'aynrofondissement des 
questions «Héchanillomage et les problèmes d'estimation 
ponctuelle et pur intervalle de Gomm Les exercices qu'il 
contient  concerient également les tesis poramétriques et non 
paramétriques. 


tels qu'ils sont, nous espérons que ces recueils d'exercices 
rendront service aux étudiants et aux autres catégories de lecteurs 
et qu'ils permettront de mieux assimiler cette partie imposante des 
statistiques qu'est le calcul de probabilire. 
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EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


Chapitre 


L’Echantillonnage 


Introduction 


Pour recueillir des informations sur une population statistique 
donnée, on dispose de deux méthodes: 

7 La méthode « exhaustive » ou recensement: On examine 
chacun des individus de la population selon le ou les caractères 
étudiés. Cette méthode est souvent impossible ou extrêmement 
coûteuse. y 

> La méthode de: sondages: On examine rs seulement 
une fraction de la population c'est-à-dire un échantillon. Le 
problème réside alors dans le choix d'une telle fraction de la 
population. En effet, cette fraction doit être choisie de telie sorte 
qu'elle soit représentative c'est-à-dire de façon que les 
informations collectées puissent être étendues à l’ensemble de la 
population. 
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Ainsi, les limites de cette deuxieme méthode tiennent 
essentiellement aux difficultés de désignation de l'échantillon. 

Notre objectif dans cet ouvrage est d'expliquer comment à 
partir d'un échantillon prélevé de la population, nous pouvons tirer 
des conclusions soit sur la distribution d'une variable étudiée 
dans cette population, soit sur la valeur d'un (ou plusieurs) 
paramètre (s) de cette variable, ou encore sur tous autres aspects 
de cette variable. 


Section | - Les méthodes d’échantillonnage 


Le tirage d'un échantillon peut être aléatoire ou non aléatoire. 


1.1. Méthodes aléatoires 

Un échantillon aléatoire est obtenu par l'intermédiaire d'un 
mécanisme probabiliste c’est-à-dire par l'association à chaque 
unité de la population P d'une probabilité d'appartenir à un 
échantillon. 

Ces probabilités peuvent être égales ou inégales. Deux modes 
de tirages aléatoires: 


a - Tirage avec remise (ou bernouillien) 

On tire au hasard unité par unité. La même unité peut donc 
être tirée plusieurs fois. 

b - Tirage sans remise 

L'échantillon est obtenu par tirage « au hasard » des unités: 
mais chacune d'entre elles ne sera tirée qu'une fois. 
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1.2. Méthodes non aléatoires 

Dans ces méthodes, l'analyste ou le statisticien utilise son 
expérience passée et ses connaissances personnelles pour 
choisir parmi les unités de la population celles qui feront partie de 
l'échantillon et qui, à son avis, représentent le mieux la population 
étudiée. 

Les statisticiens préfèrent toujours l’utilisation d’un échantillon 
aléatoire parce qu'il permet de calculer précisément l'erreur due à 
Péchantillonnage et, par conséquent, de juger de la valeur de 
l'information partielle ainsi obtenue. C'est pourquoi lorsqu'on 
parlera d'échantillon dans ce tome, il s'agira d'échantillon 
aléatoire. 


Section Hi - Distribution d'échantillonnage 
des moyennes 


Soit un caractère X défini sur une population donnée P de 


moyenne m et de variance oi inconnues. Nous supposons que 


les éléments de P sont discernabies. Le problème du statisticien 
est de déterminer certaines caractéristiques de P (moyennes, 
variances, ...). 
Un échantillon est tiré de cette population. On note: 
Xia Xa, e dëm 
les valeurs de X dans cet échantillon. 
Cet échantillgn possède certaines caractéristiques. 
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11.1. Moyenne empirique 
La moyenne empirique a pour expression 


X est une variable aléatoire qui possède certaines 
caractéristiques. Les deux valeurs caractéristiques les plus 
utilisées de X sont son espérance mathématique notée E(X ) et 
sa variance notée V(X). Les valeurs de ces caractéristiques 
varient selon la nature du tirage et la taille de la population . 

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les principaux 
résultats: 


Tirage avec | 
remise | 
non exhaustif) 


finie 


infinie 
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Deux propriétés que nous pouvons tirer à partir de ce tableau: 


P1: l'espérance mathématique de X est égale à la moyenne de 
la population et ceci quelque soit la nature de tirage. 1 


E(X) = m| 


P2: la variance de X est une fonction décroissante de la taille 
d'échantillon. 


Lim V(X) = 0 


N> +% 


11.2. Variance empirique 


La deuxième caractéristique de l'échantillon qui est très 
souvent utilisée est sa variance. Cette variance a pour 
expression: 


s3 ss? 
On vérifie que SÉ? = o? - VOX. 
On obtient respectivernent pour chaque mode de tirage : 


a - Tirage avec remise 
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b - Tirage sans remise 


N(n-1 
E(s?) = Le ye 


ANS al, 
Era” T 


En privilégiant le tirage avec remise, on appelle variance 


2 


empirique modifiée la quantité: 


2 2 n 12 
Ss =S = e = 
e n-1 n-1 


Propriété 

Dans le cas d'un échantillon avec remise, l'espérance de la 
variance empirique modifiée est égale à la variance vraie de la 
population: S 


EG = el 


11.3. Distribution de X 


+ Si la population mère est normale, de moyenne m et de 


2 


variance of connue, alors la moyenne X d’un échantillon suit 
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o? 


aussi une distribution normale de moyenne m et de variance — 
n 


et ceci quelque soit la taille de échantillon n. 


SIX L N (m, 0) alors X > N (m, — 


> Si la distribution de la population mère n'est pas normale 


et si n est assez grand (n 2 30), alors la moyenne suit 


approximativement une distribution normale de moyenne m et de 


g? y 7 AIS Sey 
variance — (ce résultat découle du théorème central limite) . 


G 


E 


Sin > 30, alors Y la distribution de X, on a Vi: N (m, 


Section HH - Distribution d’échantillonnage 
des proportions 


Supposons que dans la popu!=:on mère la proportion des 


individus qui possèdent le caractère “estp. 


Un échantillon de taille n est tiré cs cette population . 
Soit F la proportion de ceux qui possèdent le caractère X dans 


l'échantillon. 


4 E 
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111.1. Moyenne et Variance de F 
F est une variable aléatoire dont nous pouvons calculer la 
moyenne et la variance. Nous obtenons: 


Valeurs caractéristiques de la proportion 
Tirage avec Tirage sans 
remise remise 


non exhaustif 


infinie 


Donc, nous avons les deux propriétés suivantes: 
P1:¡E(F) = p] quelle que soit la nature du tirage. 


Pa: E V(F) = d : la variance diminue lorsque n augmente. 
o | 
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111,2. Distribution de F 

Pour les échantillons de grande taille (n > 30), F suit 
approximativement une loi normale bien que la population mère 
soit binomialement distribuée. 


Conclusion 
Nous avons étudié dans les deux dernières sections de ce 


chapitre, la distribution de E et la distribution de F Sous certaines 
hypothèses. Pour pouvoir étudier d’autres statistiques, nous 
devons étudier certaines lois. C’est ce qui constitue notre objectif 
dans la section suivante. 


Section IV - Les distributions de probabilité 
des mesures échantillonnales 


IV.1. La distribution de khi-deux x? 


IV.1.1. Définition de distribution de y? 
o Soient Zi. Z2 , … , Zn , D variables aléatoires 
indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite . 
Ett o Vre CD 
La somme des,carrées de ces variables suit la loi de khi - deux 
an degrés de liberté (d.d.t.) . 
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> La distribution de  khi-deux est une distribution 
dissymétrique avec étalement vers la droite. A mesure que le 
degré de liberté (d.d.L) augmente; cette distribution tend à 
devenir symétrique. 
Pour n > 30 , nous pouvons admettre l’approximation de 


2 +7 - J2n - 1 par une loi normale centrée réduite. 


> Dans le cas où les variables Z4 , Zo ,..., Zn sont liées, 


le nombre de d.d.L. sera inférieur à n, et égal a n - m avec m le 
nombre de relations linéaires entre les variables Z4, Zo, ..., Zn. 


> L'espérancé mathématique d'une variable qui suit la loi 


de y? est égale au nombre de degrés de liberté. / o E 


z La ve “¡ande d'une variable q qui suit le loi de x? est égale 
à 2 fois le nombre de dd. c'est-à-dire au double de l'espérance. - 
> La sommb de K variables de y E indépendantes ayant 
respectivement nı, N2, …, Nk degrés de libertés suit elle-même une 


loi de %2 àn: + Hé nk degrés de liberté. 
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1V.1.2. Distribution de la Variance empirique et 
de la Variance empirique modifiée 
Nous savons que : 


n — 
ZX: KIS > 
g2 - ¿1 ns? = Sim... 
— => 2-7) 
S z2 
Y (X¡ -X) an 
us = Ee = SCH 
o? oi? e ANS 
Or , lorsque la population est normale, nous avons: 
nx -XŸ s? 
2 j Hoa mt sh eS a E (n-1) 
ZN E o 


De la même manière, nous pouvons démontrer que: 


i (n- 1) S2 Ba 


Notons que le degré de liberté est égai a (n-1) parce que la 


moyenne est supposée inconnue et est estimée par X . Dans le 


cas où la moyenne m de la population normale est connue, nous 
avons: 


2 


I] — om 
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IV.2. La distribution de Fisher - F - 


1V.2.1. Définition 


Soient e et x5 deux variables aléatoires indépendantes 


suivant toutes deux une loi de Khi-deux avec respectivement n; et 
nə d.d.L. , alors la quantité: 


x 
n 
F= + 
2 
X2 
n2 
est distribuée selon la loi de Fisher avec respectivement n; et n2 


ds 
On note: 


IV.2.2. Distribution du quotient de deux variances 


Considérons deux variables aléatoires normales X et Y de 


2 2 


variances oy et o5 respectivement . Nous prélevons deux 


échantillons indépendants de tailles n; et n: respectivement. 


PARTIE COURS 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


La quantité: 


L'an 1 1 

2 2 

QY 4-1) o 
pait eA e kp. Pia 3. fe © 

(na 18 s2 


X-m 


1.3. Loi de Student ou ici de 


SI dn 


Le loi de Student nous permet d'obtenir la distribution de la 


-m 
Sidn 
population normale de variance inconnue et de taille d'échantillon 
petite (n < 30). 


EY 


quantité 


lorsque Péchantillonnage se fait à partir d'une 
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1V.3.1. Définition 
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires indépendantes 


telle que: 
X œ N (0, 1) et Y > x2(n) 


alors la variable aléatoire T = suit une loi de Student à n 


Sax 


degrés de liberté . 


On note E E T(n), 
n 
Remarque : 


La courbe de la loi de Student est symétrique par rapport à 
l’origine et la forme de cette courbe varie avec le nombre de 
d.d.L. A mesure que ce nombre augmente, la loi de Student tend 
vers la loi normale. En pratique, on utilise cette approximation 
lorsque n > 30 


H 


IV.3.2. Distribution de la quantité X- 


S/vn 
+ Nous savons que si nous tirons un échantillon de taille n 


d'une population normale de variance connue o? etde moyenne 


m, alors: 
X= m 
RN (0, 1) 
GI Jn 
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> Nous savons aussi que sous certaines hypothèses: 
(n-1) s? 


2 
kä x (n=1 d 
s2 


Xet s? sont deux variables aléatoires indépendantes, alors: 


X-m 
gin ` = X - m ES T (n-1) 
m-s?  S/vn 
0 /n-1 
X-m 
Fe > T(n-1 
S//n Pe 


IV.4. Distribution de (X4 - X2) pour des populations 
normales de variances inconnues mais égales. 


Si X4 > N (m4. 0f) etX2 > N (m2. 05) 


alors: 


avec n; est la tailles d'échantillon tiré de la population i; i = 1,2. 
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En combinant ces deux dernières statistiques, comme l'indique 
la définition, nous avons: 
(Xy - X2) - (my - m2) 


> T(n + no - 2) 


Im - 1) SÍ + (no - 1) Sí 
ni + No - 2 


Ainsi, 
Si X4 > N (m1, 0f) etX2 > N (m2 02), 


2 2 


Ep et os inconnues mais égales , alors: 


(X4 - X2) - (my - mo) Es E Ce $ 2) 
(m4 - 1) Sí + (n2 - 1) Sí 


Ni + No - 2 


Nous présentons dans une dernières section, sous forme de 
tableaux, les principaux résultats, formules et lois des mesures 
échantillonnales étudiés dans ce chapitre. 


Section V - Tableaux C écapitulatifs 
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Exercices 


Exercice n°1 


On suppose que Xy et X2 sont les moyennes de deux 


échantillons aléatoires indépendants de même taille n. Les 
observations élémentaires constituent des variables aléatoires 
normales de moyenne commune m. Ç L 


L On suppose que les variances de deux populations normales 


sont connues avec oi =A at ei a 


1. Déterminer les lois des variables aléatoires X4 Sa et 


6 


Lë +.2X2; 


3. Déterminer la valeur ce n qui assure avecune probab:: 


2. Déterminer la loi de la variabie aléatoire 


s de 


0,95 que la différence entre les valeurs IX: - Sech inférieure 


P E 


à 


.c'estè-dire: P[-1 < X4 - Xo < 1] 
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A On" suppose maintenant que lès Váriarices des 2 populations 
‘sont inconnúes “mais égaies: Les échantillons tirés sont de taille 
"D =, 12 et n = 10. Les variances calculées á partir de ces 
Bat a Ye à y emeng = rn 
échantillons sont SÉ 4,35 et (ei = a 7" 


-1. Déterminer la quantité qui suit la loi de Student à: 
(m + pe - 2) degrés de liberté (d.d.L.). 
2. Calculer : $ 


a-P(-1,7 < Xy- Xa S 1,7): 
b- P(0 < X 
c-P(-17< X4 


- Xo < 1,7) 
Fe 
-:X2 < 0) 

IH. On s'intéresse maintenant à la première population. 

Supposons que l'échantillon tiré est de taille n, que la moyenne 


de la population est nulle et la variance est o? On pose: 


n 
R S. 
t Y => i=1 
> Get 


1. Définir l'expression de la quantité qui suit la loi de Khi-Deux à n 
degré de liberté. < 
2. Déduire en fonction de n et de a, ¿Ja Koreu de EM) et VOS 


Exercice n° 2 


Soit E Aa ees Xa) un | échantillon de taille n tiré d'une 
population us de moyenne m E t d'écart type o. 


SE PARTIE EXESCICES 


1... Déterminer la. distribution de probabilités des variables 
suivantes (en précisant le nombre de degré de liberté) — 


P Kéi m sz RK Ma MW ef Ze = 
gida c > Jp G Sid" : Hide ar 
à 2 - Ce à SH F2. - 
T3 = RT avec ez = Z (Xi KI 
6? > e n° 
R _4\e2 . Së 
Ta; = CUA aer 6P - ECTS 
i o S n-1. 
E e 20 E $ 2 
ER Ti + EM 
y o o 
2. Applications numériques 
soit X; > N (m = 6; o = 2) et n=25 


a - Calculer S 
P(5,2<< 


xl 
IA 


6,8): 
5,6) 


IA 
xl 
IA 


P(5,2 


xi 


` P(5,4 < X < 6,4) 


g 


b - Dans quel intervalle [a, b] centré à espérance de xX , a-t- 


on une probabilité égale à 99% de trouver x. 


c - En supposant que o est inconnu et est estimé par S = 2. 


Calculer les mêmes probabilités que (a). 
. d - Calculer p(s? > 6,07), PIS" > 5,82). 


` e- Déterminer by et ba tels que: 


P (S? > by) = 0,9575: 0% 
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P(S? > bo) E j 


“Exercice ge = enn ET: 


L Soit X une v.a. suivant la loi N (0,1) . On définit la v.a. Y par 


Na x. 
1. Déterminer la loi de Y. 
2. Déterminer la fonction génératrice des moments de Y. ER 


déduire E(Y) et v(Y). 


H Soit une suite {x} ,i=14,.. n den v.a. indépendantes 


suivant toutes la loi N (0,1) . 
n 
On définit une nouvelle v.a. Z = XX < 
i=1 


1. Déterminer la loi de Z. 
2. Déterminer la fonction cénératrice des moments de Z. En 


“dé uire EZ) et va. 


Exercices n°4. Utilisation des tables 


Soit les v.a. suivantes: 
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-P(62<K:<50) ; avecn=62 
SP K < 8)“ =- ; avec n = 50 
P (T < 1,725) ;avecn=20.. 
PUT < 2750) ; avec n = 30. 
`P (F > 6.23) : avec a, SE no = 16 
P (F > 2,48) ¡avec n = 12 et na = 15 
2. Déterminer les valeurs de c et d telles que: 
P(c < k < d) = 0,95 et P{k < c} = 0,025 avecn=5 
P ([T| > d) = 0,95 avec n = 20 
| P(c<F<d) =0,95 
et P(F<d)=0,975;n, = 12 et no = 24 
P (U] < e) = 0,95 d 


Exercice n°5 


Soit T, une v.a. suivant une loi de Student à n d.d.L. 
Montrer que la va. F= TÊ suit un loi de Fisher è 


(ny =1 et na =n) d.d.L. 


Exercice n°6 


Soit F une v.a. suivant la loi de Fisher de paramètres ny el na 


respectivement . 
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#8 On note : Fa; nent = PL Pian 2 Fa) = 0 


A ES A E 


Exercice n°7 


Soit F une v.a. suivant une loi de Fischer à n4 et ns degrés de 


liberté et dont la densité de probabilité est définie par: 
d N4 +N2 
gf) = cf? (nm +mf 2 sif > 0 
(O E E 0 
où c est une constante dont la valeur dépendante de ny et ns . 


On définit une variable va E = . Déterminer la loi de F’ 


ube 


en indiquant les nombres de d.d.L. 


Exercice n°8 


e 


=y AS nr SE 5 
Soit X une V.a dont la densité de probabilité est donnée par: 


> E A. six>0eta> 0 
Ti = af (a) : 
0 E EE, 


où Tía) = L et al dx est appelée fonction eulérienne. 
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E Déterminer | la fonction génératrice des moments de la variable 


Xx En déduire EX et KC t PARA 
= “Soit la va SE =2 X. Déterminer la fonction génératrice de Y. 
En déduire Eu et KRA S G SE : 


3. En posant a= E , Calculer E(Y) et V(Y). 


Exercice n°9 


Soit X une v.a. suivant une loi normale de paramètres m et o : 
Un échantillon (X4 , X2 , ..., Xn) est tiré de cette population. 


est distribué suivant une loi normale 


-m 
1. Montrer que 
ein 
centrée réduite où X = 


A X; 


n 


2. Montrer que 


— Suit une loi de Student à {n-1) degrés de 
S/n 


E (X - X}° 
n—-1 


liberté où S = 


Exercice n°10 


Soit une v.a. Y définie par: 


EE cs — 


PARTIE EXERCICES 


SPACE y 


JY l 
€ si y > 0 
C si y < 0 j 
où est un paramétre positif. E 


az? 
A Vérifier que gly) ‘est une densité de probabilité d’une variable 
aléatoire continue. 


L 


2 On définitla nouvelle va Z= ZAK. 


Déterminer la loi de la v.a. Z en indiquant le nombre de degré de 
liberté. 
3. On définit une nouvelle v.a. X = Z; + Zo + … + Zu où les 
Z; sont indépendantes. 

a - Déterminer la loi de X en indiquant l'espérance et la 
variance. 

b - Soit n = 50, déterminer P(X > x) = 0,05. 
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DH 


Solutions Proposée: 


Exercice n°1 


L Nous avons deux populations de variances o? =4et0ó= 5. 


2 
tes Win 2 d 
An 
KN Je 
Xə > N (m, Zu 
Jn 
4+5 
X - Xa > N (0. 2y 
yn 
Xa- X 
X1 - Xo > N (0, E se ua A > N (0,1) 
yn E 
Jn 
a ESE. Nm, 3 
; 3 34/n 


- A O NM AVIS, 4 
Notons que: y! o | VE Wée a 
L 2 ) 9 9n 


Les variables X4 et Kë sont supposées indépendantes. ` 


3. P(-1 < X; - Ka <1) = 0,95 + 
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+ sh é dal re 
< Z <—=i = 2P|Z < - 1 = 0,95 
a/n 3/4/n U J PE RE 


| S 
b Å 


ERE Es Zi 
—| = 0,975 — ya = 1,96 > 
3 3 w 


n = D. 1,96)? = 35 


H Les variances des deux populations sont supposées inconnues 
mais égales. Les estimations de ces variances sont données par 
Én 485,5 = 475. 
1. Nous savons que : 

X, - m, 


——— b N(0,1 


X2 = Ma LG N (0,1) 
cÍ no 


X, et X, sont indépendantes — 
PALA geg 
[1 1 
ol + — 
yn ES 


Nous savons aussi que: 


(m1) SÍ 
3 L ro um 1 
E SS 
a o ins 
o E A re 
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Les deux quantités sont indépendantes > 


1-1) s? + (n2-1) Sí E i 
RE PURE MR 
2 
H. A Sa, Së 
et par conséquent la quantité : 
(Xi - X2) - (ms - m2) 
EE Se 
= ss Da Xe mr 
heH AE. L ZS 
n Tha -2 
est distribuée suivant la loi de Student s +N —2) d.d.L. 
On écrit: 
— Qo- (ms mo) 
(m-1) SÍ + (n2 -1) Sí 
Di SCH -2 


> T(n, +n2 -2) 


2. Nous avons dans notre cas m4 = Mo 


Fa ki 42 > Tn Ta -i 
1 1 ln 15 + (2-1 5 
Ve ak "ee 


a- P(-1,7 <X; - Xa < 1,7) = P(-1,84 <T(20) < 1,84) 
= 2 P(T(20) < 1,84) - 1=2.0,95-1=0,9 

b-PO<X,-X < in: dd ST(20) < 1,84) = 0,45 

c- P (1,7 SX - X2 <0) = PDS <T(20) <0) = 0,45 
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SE + EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE Covas 


D S agit d'une loi symétrique). 5 S 2 
AL X LA N(0, 0) > 


Z= E > ln) E 
; o À 
zx? 
2. RZ =E|- = n > E(2 XÊ) = no? 
o? po 
EX? 
> Elise = o? 
7 
DES 
V(Z) = VI = 2n > VE X?) = 2n0* 
o? i 
E 
EE VE XJ 4 
De E KE 
pon n? n 
\ 
Exercice n° 2 
1. Nous avons une Bopen normale de moyenne m et d'éc 
type o 
EH PERR 
SA PES ta N (0,1) ; To = is Ea 1 
sa ein G E S/n ) 


PARTIE SOLUTIONS 


E "Per CAF $ e 


s2 : 


Se 
l 


an= ES ER 
F, xn - 1) 
Le 

Te = LE sein 
"O 
AR 

Ts = LG AL en-N 
O 
de 2 

Te Es ëm 
o 


NB. Dans le cas de la loi de Student ou de la loi de Khi-deux e 
lorsque le nombre de degrés de liberté est supérieur à 30, nous 
pouvons admettre l'approximation par une loi normale. 


2. Applications numériques 


a - Nous avons Z = Se E > N (0, 1) 
GI Jn 0,4 


+ P(52<X < 6,8) = P(2<Z< 2) = 2P(Z< 2) - 1 
= 2.0,9772 - 1 = 0,9544 . 

+ P(52 <X < 5,6) = 7 < Z < -1) = P{1<Z<2) 
P(Z<2) - P(Z < 1) =0,9772 - 0,8413 = 0,1359 

+ P(5,4<X<64)=P(15< Z<1)=P(Z<1)+P(Z< 1,5)-1 
= 0,8413 + 0,9332 - 1 =0,7 
b-P(a < X <b) = 0,99 


avec 2 = EX =m=6>a+b=12> 
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CHAPITRE - L ECHANTILLONNAGE? - PAGE 45.7 
S Wée en 


See Ee 
E SS Kë d o 
ICA z <28] -= 0,99 
04 04) (o4 T 
LE = - LE Re 1 "emer h. e 0.67 E at 
selz: 28) 1200 - elz ce) = 0,995 > 
KS À. 0,4 e S 
-6 
= = 2,58 > b = 7,032 — a = 4,968 
0,4 


c- o est inconnu et est estimé par S = 2 avecn=25 > 
X-m 
Sin 
+ P(5,2 < X < 6,8)=P (2 < T(24) < 2) = 2 P(T(24)< 2) - 1 
= 2. 0,975 -1=0,95 
P(5,2<X< 5,6)=P (-2 <T(24)< -1)=P (T(24)<2) 
- P (T(24) < 1) = 0,975 - 0.85 = 0,125 


T = b T (24) 


+ 


+ P(5,4 < X <6,4)=P(-1,5 < T(24) < 1) =P(T(24) < 1) 
+ P(T(24) <1,5)-1 = 0,7 


TEE 1-1) 5,07) 
ai 


S2 58n) 
t P(S? > 582) = Pl >> 
SIÓN. a 

= P(x?(24) > 36,375) = 0,05 
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Es < Su Ce P 


+ P(s?> b,)= Pate #2) =P (12(24)26 by) 


=0,95 >6bj = 13,8 > b = 2,3 
25 
+ P(S?> bal < Joe: 22e] = 0,99 


o5 = 10,9 > bo = 1,744 


Exercice n° 3 


Xe N (01) 


Nous avons F(x) = P(X < x) la fonction de rép 
2 x 

! RES SI 

EE NEE e % sa densité de probabilité 


D 


TE Xx2 


Soit G(y) = P (Y < y) = P(X? < y) = PCL JY < 


= SEI < Jy) - 1 SE. 1. 


> gy) SPLIT < TE =FUY y? 
si y>0. 
~ Formellment, nous écrivons: 


` Ka 
PARTIE SOLUTIONS 


artition de X et 
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1 e 
KE “a 2 : A e? y Be eh" ES 
= Ay) = ee y siy>0 


O r _ ailleurs. ~o | dëtt À 


Nous savons aussi , par définition, que : Rek, = 1 > 


Y 1 
BC 


ie it [Te te 


Nous savons aussi (voir tome UI que: 


y y 1 
tos we 1 NN 1 
SON EE 21D decada 
Ez? 2-70) > (e? 2 d=2r0) > 
Se EE E A EE es 
= Ne = L 
Br 2 2 
L he 
GE ez si y > 0 
g(y) = Jard, 
0 si y 
Y > 


2. Fonction génératrice des moments de Y 
1 +o E S 
uyli) = Ele) = Dr à L eY eil? y V2 gy 
BS : 
2 
1 BA 
E GE 
K L CZ 
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On pose u = Yo - 1) S ot - t) = du x 


-1/2 
tea a Y 1 
D = — ss a ERT. 
pri) a: Y? ES y mar. 
1 peu uv? l 1 1 
21 gta as de mm EH 
K k are - oi? Kia y © 


“ 


1 1 


A A a E S A -1/2 
Rare E 
= (1- 217 72 
We (y = (1-29 A Eis 7 
Haf = 31-29 A Er?) = 3 
V(Y) = E(Y?) - (EM)? = 2 
D 2 n 
ZAS OS 
i=1 => 
1. oz = QW: 2 v2) - gWall > 
| SC 
1 Sie. 
— SR 2 72 ei 0 
BW) < aniz rG 
0 siz < 0 
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E o H E E > +. 
= - - 9321-41-24 À 


az = Hy, ER a (t ) = 


B. S E À 
E E Es d 
= e 2 = e 
= (1 - 20 = A "Ze E 
1-2? 


E(Z) = pz (0) = 
EZ?) = n? + Dn > MZ) = 


Exercice n°4 
1. E 
+ PU < 1,96) = P(-1,9 < U < 1,96) 
= 2P(U < 1,96) - 1 = 0,95 
+ PIU > 1,65) Sie P(U| < 1,65) 
= 1 - (2P(U < 1,65) - 1)= 0,099 
+ P(32 < K < 50) = P(V64 - J121 < Z < J109 - (121) 
= P(=3 < Z <-1) = P(Z < 3) - P(Z<1) 
= 0,9985 - 0,8413 = 0,1572 


ALB. Pour n > 30, on admet que lav.a.: ` 

Z- dën 10 C 
+ P(K < 8) = P(Z < J28 - /99) = PLZ < - 6) = 0 
+ P(T < 1,725) = 0,95 


N 
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D 
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FFE EE CR e, EE Sa 
+ P (|T| <2,750) = 2P(T < 0,75) - 1 
= 2 . 0,995 - 1 = 0,99 
+ P(F > 6,23) = bag (6,23) = 0,01 


+ P(F.> 2,48) = Enz, 15) (2,48) = 0,05 


2°) 

+P(c<k<d)=0,95 et P(k<c)=0,025 > [e = 0,831] 

+ P(c < k < d) = P(k < d) - P(k < c) = 0,95 > PIK < d) = 0,975 
> 


+ P(T| > d) = 0,95 > 2P(T < d) - 1 = 0,05 


> P(T < d) = 0,525 > [0 < d < 0,26] 


+ P{c<F<d)=0,95 > P(F <d) = 0,975 


> [d= 2,54 

P (F < ¢) = 0,025 > 
1 1 S. 
c= — = 216.8 


Fo 975 : 24 ; 12 3,07 


+ Piu < c) = 0,95 — P(u < c) = 0,975 — u = 1,96 


Exercice n°5 
T, est une variable aléatoire suivant une loi de Student è n 
d.d.L., donc par définition: ` 
T, = L “aveo X > N (0; 1) 


et Yom 


e 
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PER SR IS e 


re SRE eg Es 


avec X? m x21) a SC 


et T LA x2(n) Kee E En, A 


D 


= H s'agit du rapport de deux variables distribuées suivant une loi 


Er Khi-deux. Comme X? et Y sont indépendantes, alors É est 
“distribuée suivant une loi de Fisher à 1 et n degrés de liberté. 
On écrit: 


Sen Sa, 


Exercice n°6 


PE, no) > FE) = a > 


2 
In 
Pit E EET + 
Xo [n2 
In 
p 21m2 Tejera 
F Jn Fa 
2 
In 
e sy 1 8 
xn; Fa 
a à x3 fn SR RUE G A 
où le quotient 3 est une variable aléatoire de Fisher à nz et 
Jm 
n; d.d.L. En résumé, nous avons : 
1 
Pat E ce 
= < Fo (My, n2) 2 
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et Fan on or ee, 
B. a $ 2) Fi-a (M2 , n4) 

Exercice n°7 . i 
Soient G(f) = P(F < H. : la fonction de répartition de F. 


il 


P(F' < f) : la fonction de répartition de F’. 


HE) = BP < f) = pZ cf)=PE > D 


SEET 


La densité de probabilité de la variable F’ est définie par: 


ale 


dr 
Il 
CH 
PATENTS 
| 
ane 
n| 
| 
A 
Sch Ge 
3 
ei 
+ 
KANEN 
À 
Së, 


a e hina 
à Ek 2 Nof + 2g S 
f £ 
n EI +n 
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3 > = 
Z b E 
E $ a ny e, Seu Z _M+n2 AT ES e r - 
Wil < 46T 2 (mf +n) 2 sif >0 S 
E 0 > ailleurs . 
E = E suit donc la loi de Fisher à np et nu degrés de liberté. 
Conclusion 


Si F suit une loi de Fisher à n, et n4 degrés de libertés, alors 


à suit la même loi à n, et ny d.d.L. 


Remarque 
Nous pouvons vérifier facilement ce résultat. Nous avons: 
E ta F (n4 $ No) + 


al 

X4 nm SS Sa i 

ES ER, c'est-à-dire le rapport de deux variables de 
X5 /M2 


a? indépendantes divisé par leur degré de liberté. 


2; 
+3 7 H2 > 

= SE e Fins, na) 
X; Ang 


+ 
= 


Exercice n°8 


< CE: E 7 Loo 1 R 2 Z œ 
tux = | SCH E 


1 po ` 


ee e dE 


Ft) Ju E 


"at <) 


PARTIE SOLUTIONS 


On pose u = X (1 - t) donc du = dx (1 -t) et dx = > 


Tr 
1 Feu uwt 1 
eA oh e ut SE e | Y, 
T(o) a 1 e 


T(a) nm nmn 


D = 
Eu a ei 
Wx (H = SE Wx (0) = à = E(X) 
Lx D = SSC u"x (0) = aier = EX?) 


V(X) = a? +0-0=a 


V(X) = EX = à 


2. Détermination de + y (7) 


ny = Aen = ux(20 = — 
(1-29 
Wax (t) = EE > Want = 2a = E(2X ZEI 
(1- 21% 
Wax (D = SE > H'ax(0) = 4a(0+1)= Bu 
(1- 20, 


V(2X) = 4a? +40 40 eus E 
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Kä 


U 


3. Pour a = 5 nous avons r = n et deed 2n. 


mis. 


On Dee la fonction génératice d de la loi de y 2(n) . 
Exercice n°9 


1. Nous savons (voir Tome Il) que si Y est distribuée normalement 


alors aY + b l'est aussi Y a e IR etb e IR . De même, si 
X4 X2, … , Xp indépendantes suivent une loi normale , alors 


Zut Xo + ... + Xp suit aussi une loi normale. Par conséquent: 


X = X4+ Xo + een wël Xa 


= est aussi distribué normalement 
n 


de moyenne E(X ) et de variance V(X) 
E(X) = da GC d = m 
n n 


mi IR SM. 4 € 
+ core 


Are PS EE Ni 0 


Jn so 1 dn 


2. Nous savons qu’ une loi de Student est définie comme suit: 


avec o xo NO, D- 


SEL 


PARTIE SOLUTIONS 


SX Per Re AT 


Noús savons que: "= = N(0,1) 
< à © I dn 
LE o. ee Sir PE E 
i Fe 9 GE b afin - 1) 


Le rapport qui suit la loi de Student est défini par: ` 


X-m 
MARN = X-m Kä T (n-1) 
s2 S/n 


Exercice n°10. 


1. ol Z 0 Y Y elb 
HT 


La dy = |-e € = 1 — QW) est donc une densité de 


0 
probabilité d'une variable aléatoire continue . 


2. Soit H(z) la fonction de répartition de Z. 


H(z) = EE E y < al 
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` La densité de probabilité de Z est définie par: 


2 
H) = RQ) = + alt 2) 


4 
2 SE mo 4 e F 
sz% 1 e 2 = E e 2 = Í e 2 z2 
BEER 2 215) 
Z > 0) 


3.a- X = Z4 + Z2 +... + Za 
Les Z sont indépendantes, par conséquent: 


X à y°(2+2+..42) 
fs: 


Xo In 


b-n=50 donc X e x7 (100) donc 
Z= 42X - J2n- 1 + N(0 1) 
P(X>x) > P(Z > dës. /199) = 0,05 > 
PG < J2x - 4199) = 0,95 > 
ex - AB - 1, 


1,65 => 
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Chapitre Il 


Estimation Ponctuelle 


La théorie de l'estimation se divise en deux parties 
l'estimation ponctuelle et l’estimation par intervalle. 

L'estimation ponctuelle évalue le paramètre inconnu de la 
population à l’aide d'une seule statistique calculée à partir de 
l'information fournie par l'échantillon. 

L'estimation par intervalle de confiance permet de construire 
un intervalle qui, avec une certaine probabilité; contient la vraie 
valeur du paramètre inconnu. 

Notre propos dans ce chapitre est d'étudier la théorie 
d'estimation ponctuelle. 


Section I - Conditions imposées aux estimateurs 


1.1. Estimateurs et Estimation 
Considérons une* variable aléatoire X dont la densité de 
probabilité est f (x, 0) dépendante d'un paramètre € inconnu. 


PARTIE COURS 


PAGE 62 CHAPITRE H - ESTIMATION PONCTUELLE 
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Soit X4, Xo,...Xn les valeurs prises par X dans un échantillon de 
taille n. 

Toute statistique Ta (X4, X2, ... ,Xn) utilisée pour estimer 0 est 
appelée «un estimateur de 6» et sera notée 6; toute valeur 
TOG: Xo Xa) de cet estimateur ô est appelée «une 
estimation» . 


1.2. Propriétés d'un bon estimateur E 
Pour quun estimateur ponctuel puisse fournir «de bonnes 
estimations», il doit posséder certaines propriétés. Il doit être: (a) 
sans biais, (b) convergent, (c)efficace. S 
i 
a - Estimateur sans biais 
Ta estun estimateur sans biais du paramètre 6, sil’ espéra 


de T est égale à la valeur du paramètre 8 c'est-à-dire E(Tn) = 


Remarques 
+ Le biais d'un estimateur est la quantité b (Ta) = E(T,) - 


+ Un estimateur T, de 8 est dit asymptotiquement sans RE. 
si: 


Lim E(T,) = 
Bu ee 


b - Estimateur convergent 
Un estimateur Ta de 0 est dit convergent s’il converge : 
probabilité vers 8 : 


neng quand n > + c'est-à-dire si: 
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ve > Oete > 0; Lim P([T,-0| > e) = 0 
à N> +00 


Théoreme 
‘Un estimateur T, de 8 sans biais ou asymptotiquement sans 
biais est dit convergent si: 
Lim Mila = 0 
N— +0 


c - Estimateur efficace 
Un estimateur est dit efficace si: 


Biel = :8 : Estimateur sans biais 

et 

MT = E : Variance est egale à sa borne inferieure 
n 


avec (6) est appelé quantité d'information rapportée par 
l'échantillon et a pour valeur: 


3 2 
1,(8) = — APTA EE SE 
(8) d Lg L(X; , X2 S d 


52 
=- e LgL(X1,X2,... Xn, 0) 
50 9 


i=1 
Théorème 
Soit (Xy, X2, ... Xn) un échantillon de taille n extrait d’une loi de 
densité f (x, 8), alors: 
1,(0)=n1,(8) + 
+ 
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52 
avec 1,(0)=-E Se? 25 Log f (x, 8) 


1.3. Comparaison de 2 estimateurs 


Définition 
Soient T, et T', deux estimateurs sans biais de 6.T, est dit 
plus efficace (ou préférable) que T”, si: 
V(T,) < Var (Tc) 


Section ii - Les méthodes d’estimation ponctuelles ` 


Nous avons défini, dans la section précédente, les propriétés 
que doit vérifier un bon estimateur ponctuel. 

Dans cette section, nous allons définir trois méthodes qui nous 
permettent de trouver ces estimateurs: la méthode du maximum 
de vraisemblance, la méthode des moindres carrés et la méthode 
du meilleur estimateur linéaire. 


IL. Méthode du maximum de vraisemblance 
Cette méthode consiste à choisir comme estimation de €, la 


valeur de 0 qui rend maximum la vraisemblance L définie par: 


n 
LO 6) = El (Xi , 8). S 
Hi 


6 peut être un paramètre unidimensionnel ou un paramètre 


vectoriel. 
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Comme la vraisemblance est positive et la fonction Log est 
croissante, chercher un maximum de la vraisemblance L est 
équivalent à chercher un maximum de son Log. On cherche ainsi 
0 tel que: 

Log LÉ, Xe... Ba 07 > Lo. 04, Ka SEL 


11.2. Méthode des moindres carrés 

Le principe de cette méthode est de minimiser l'erreur entre un 
estimateur et le paramètre estimé. 

Considérons un échantillon aléatoire dont les observations 
Xn X2... Xp proviennent d'une population de moyenne m 
inconnue et de variance 0 7 

Chaque observation X; peut s'écrire: 


X= m+8;¡ —> &=X -m 


n 
On cherche à minimiser e? e X (X; - mi: 
i=1 bs? 


n n 
2 2 
d A e d > e 
GE = 0 e T > 0 m = X 


11.3. Méthode du meilleur estimateur linéaire 
(ou estimateur B.L.U.E.) 
Sot Kai +X, un échantillon de taille n extrait d'une 
population de moyenne m et de variance of. 
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Cette méthode consiste à déterminer un estimateur linéaire 
des observations X;, sans biais et de variance minimale. 
Un tel estimateur est appelé B.L.U.E. (Best Estimator Unbased 
Linear). 
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Exercices 


A 


Exercice n°1 


Soit une population X avec une moyenne m et une variance o°. 
Un échantillon de taille n est tiré de cette population. 


Montrer que la moyenne X et la variance S? de l'échantillon 
sont des estimateurs sans biais de m et 07. 


Exercice n°2 


Soit une variable aléatoire distribuée suivant une loi de 
Poisson: 
er 

X! 


t un paramètre inconnu. Pour estimer À, nous tirons 
échantillon de taille n. 

1. Déterminer un estimateur À de À par la méthode du maximum 
de vraisemblance. 


2. Etudier les qualités de cet estimateur. 


+ 


EN 
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Exercice n°3 


Soit une variable aléatoire distribuée suivant une loi Binomiale: 


f(x p) = Ch p* (1 - pl? 
p est un paramètre inconnu. Pour estimer p, nous tirons un 
échantillon de taille n. 
1. Estimer p par la méthode du maximum de vraisemblance. 
2. Etudier les qualités de cet estimateur. 


Exercice n°4 


Soit X une v.a normale de moyenne m et de variance E 
inconnues. Un échantillon de taille n est tiré de cette population S 
1. Estimer simultanément m et o 2 par la méthode du maximum de 
vraisemblance. 

2. Etudier les propriétés de ces estimateurs 


Exercice n° 5 


Soit X une v.a discrète définie par : 


P(X = x) = 3 p Oz R 


0 sinon 
Un échantillon de taille n est tiré de cette population: 
1. Estimer p par la méthode du maximum de vraisemblance. 
2. Cet estimateur est-il sans biais? 
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Exercice n°6 


Soit X une v.a distribuée suivant une loi géométriquei de 
paramètre p . 

Estimer p par la méthode du maximum de vraisemblance à 
l'aide de n observations indépendantes. 


Exercice n°7 


Soit X une v.a distribuée suivant une loi exponentielle de 
paramètre À 


Estimer À par la méthode du maximum de vraisemblance à 
l'aide de n observations indépendantes. 


Exercice n°8 


Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur [o, A]. 
à est un paramètre inconnu Un échantillon de taille n est tiré de 
cette population. S 
1. Estimer + par la méthode des moments. Soit À, Pestimateur 
déterminé. Etudier les propriétés de cet estimateur. 
2. a- Estimer À par la méthode du maximum de vraisemblance 
soit : cet estimateur . 

b- Déterminer la loi de À. En déduire EI A et VU) J 


c- Conclusion? 
> 
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Exercice n°9 


Soit un échantillon de taille n = 6 tiré d'une population normale 
de moyenne m et de variance o, 
On propose les estimateurs suivants de m : 
e. X1 + X2 + X3 + X4 + Xs + X6 


6 
s Xy + 2Xo + 3X3 + 4X4 + 5X 5 + 6X6 
mo AAA A AAA 

21 
SET SA E ER. 
A X4+3X>o + 4X3 2X4 +3X5 + 6X6 
EE ee e T EE e 
16 22 

a 4 
m5 = X1+X> + 2 KC S X4 + PES Ne. à Ser 

7 11 
M6 = TEL + 3X3) + (Xe + 5X5 + 6X6) 


1. Déterminer les estimateurs sans biais de m. 
2. Comparer les efficacités relatives de ces estimateurs. 


Exercice n°10 
On considère un échantillon aléatoire de n ménages. 


On désire estimer les paramètres du modèle Keynésiens simple: ` 
Ci = aR; + b + U, S 
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où les U: sont des variables aléatoires indépendantes, suivant 
chacune une loi normale de moyenne zéro et d'écart type o. . 


1. Calculer E(C;) et V(C;). 
2. Estimer a et b par la méthode du maximum de vraisemblance. 


3. Soit 3 et b les estimateurs déterminés. Montrer que â et É sont 
des estimateurs linéaires des C: 


4. Montrer que á et b sont des estimateurs sans biais 


5. Calculer V(â) et V(b). 
Exercice n°11 Ee 


Soit X une variable aléatoire discrète dont la densité de 
probabilité, donnée ci-dessous, dépend d'un paramètre pe ]0,1[. 
P(X=0)=p* 
P(X = 1) = 4p° (1 -p). 
P(X = 2) =6 p2(1 - p}. 
P(X = 3) = 4p (1 -p)”. 
P(X = 4) = (1 DN. 


On extrait un échantilion de taille n = 5 de cette population et 


on obtient: X4=0; X2=1:X3=2; X4=3; Xs=4. 
Estimer p par la méthode du maximum de vraisembiance. 
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Exercice n°12 
Soit X une variable qui suit la loi Trinomiale . On donne: 
P(X = 0) =p; 
P{X = 1) p2 pı > Oetp: > O etp, +p2 <1. 
P(X = 2) = 1 - (pr+ po). 
Un échantillon de taille n est tiré de cette population. 
On observe n; fois la valeur O 
nə fois la valeur 1 
na fois la valeur 2. 
Estimer p, et pz par la méthode du maximum de 
vraisemblance. 


Exercice n°13 
Un échantillon de taille n est tiré d'une population av 


moyenne m et variance o°. 
Soit : 


n 
WK 
cr ls | X; (cest une constante) 


1. Déterminer c pour que T soit un estimateur sans biais dem 
2. T est-il un estimateur convergent ? 


Exercice n°14 


Soit un échantillon aléatoire X; ‚X3, ....Xa tiré d'une population 
avec une moyenne m et une variance 0?. SE 
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péterminer le meilleur estimateur 0 linéaire sans biais et efficace 
de m. 


Exercice n°15 

Deux échantillons aléatoires indépendants de taille n ein: 
respectivement sont tirés de deux populations normales de même 
moyenne m et de variance o°. 
1. On propose trois estimateurs de la moyenne commune aux 
nı Xy + No Xo 

Du + No 


variables aléatoires X, et X : Ka Kg et 


(Xi est la moyenne de l'échantillon i ; i = 1, 2). 
Comparer l'efficacité relative de ces 3 estimateurs 


2. On propose trois estimateurs de la variance commune aux 


variables aléatoires X; et X2: SS, 5 et ———————— 0%. 
3 (ny +n2 - 2) 

ZS est la variance empirique calculée à partir de léchantilion 

i= 1, 2). 


Comparer l'efficacité relative de ces 3 estimateurs. 
Exercice n°16 


Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes ayant 
même espérance m : 
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Xe N (m, ES et Y LA N (m, 05) a 


2 2 
avec 07 < 0) - 


On dispose d'un échantillon formé de (n+p) observations 
indépendantes: (X4 , X2 , ~- Kn, Y1; Va, —, Yp) - 


1. Vérifier que la fonction de vraisemblance L(m) est telle que: 


.. A n p 
L(m) = nt, m) lsty, m 
S i=1 j=1 


où f4 et fọ représentent respectivement les densités de X et de y. 


2. Chercher l’estimateur du maximum de vraisemblance de má 


partir de l'échantillon observé. 
3. m est-il sans biais? Calculer sa variance. 


4. Comparer cet estimateur à X . 
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Solutions Proposées 


Exercice n°1 


Nous avons E(X;) = m Y i= 
et V(X) = 0? CE D 


E | AA 
2 E(S lz Le ss LEX: X) 
1 2 Gs 2 
= EX, - m) - X - 
SEN 8 - 
= y Al - m)? + OC m)? - 206 - Mun - m) 
i=1 ; 
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(n-1) 
1 2 2 1 | 2 g 2 
= no? noël =— jn - ad 
(n-1) S d (n-1) 
= ES?) = oi 
SÊ est un estimateur sans biais de oi. S 
Exercice n°2 E 
-À Xi 
Métal en E E SR, Fe à 
17 
n 
DE 


n T. 
Log L G.M = HAL R xiLogà- Log [[ x! 


i=1 i=1 
À n 
EE à RS Y e Le EX 
dÄ GA n 
n 

dé LogL = 
LA M, Qrs 

ax qe 


= X est Pestimateur du maximum de vraisembiance de A. 
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Remarque: Ce résultat est assez intuitif. Le paramètre ) de la loi 


de Poisson est en effet égal à sa moyenne. Estimer À par À 
revient donc à estimer la moyenne de la population totaie par la; 
moyenne de l'échantillon 


2. Propriétés de À 
Rappelons que pour une loi de Poisson, nous avons: 
EX) = VX) = à 
Ainsi, À vérifie les propriétés suivantes: 


a- À est sans biais 


n 
go 
i=1 

n 


E(A)= E SA 
/ 
b- À est convergent 
n 
En effet: V(A)=V | = E Um VÍ) = 0 
A N— +0 
| 
\ ) 
Z Ei = À E 
onc TSR TE à estconvergent 
N—+c 


c- À est efficace 
Nous avons: S 


E 
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Lë bog LGs Xor À 
L 0) < El Se 
n 
= 2 x | 
E, i= 
= E GE 
1 a 1 n 
= EU, X)= nl > 
A i=1 E 
D'où: 
lee ares À 
in A) n | — À est un estimateur efficace 
EG) = À 
Conclusion 


À = X vérifie les 3 conditions imposées à un bon estima 
ponctuel. 


Exercice n°3 
1. f(x p) = Cap” DDT 3 


D 
+ Ex 
La, Re, of] TR 0-1 vin: 


< D 
Log L = a Log Co + y Xi Logp + > x) Log (1 
i=1 fr Fei 
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n 5 n 
y) -E 
3 Log L - El vu i=1 10 
ap p (1 - p) 
n 
À xi x 
> = = E p 
n n 
n 2 n 
2 -5 Xi (n = >, Xi) 
d SE = Ser e SC < 0 $ 
dp D (1 - p) 
pa X est l'estimateur du maximum de vraisemblance du 


paramètre D d'une loi binomiale. 
2. Propriétés : 
Rappelons que pour une loi binomiale, nous avons: 
E(X)=np ei V(X)=np (i -p) 
Ainsi D vérifie les propriétés suivantes: 


a- p est sans biais. 


n n 
Y EA 
> = i= n D 
Ei = (SH) = El SE 4 
n? n° Ge 
b- p est convergent 
n n 
E Xi, 2 VOX) E E 
Vi = VE) = Ei = == 
E n2 ni ni n2 
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Nous avons: 
Lim V(p) = O g 
N— +00 => p est un estimateur convergent de p 
E(P) = p 
c - p est un estimateur efficace 
SÉ Log LD: Xo, -Xa pr] 
In(p) = - E g L(X; ` n P) | 
Sp À 
o 2 
S y Xi WS > X Xi) 
SEH E i=1 M Ei 
p° (1-p)? | 
n Rz n ) 
Xi ka X 
p? K (-p}° | Da 
\ ) d ) 
E n?p n? n?p 
= o T 2 2 
p (1-p) (1-p) 
3 
S ES 
pa 
D'où: 
4 H al LALA 
== EH. CR 
At) n i > D estun estimateur convergent de p 
E(p) = p j E 
: S 
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Exercice n°4 
vi: X} N (m,0) 


n 
L (Xy X2 , , Xn N o°) Ce (ls , m , 9?) 
Fil 
d 2 L 2 
n - — (Xi -m A, (x-m) 
7 1 së = i än 02)" 2e 20° G 
ist Dn 6° 
(aant DNS. de E 
= - © Log(2x). -: © Logo? : sr Y (Xx; - my? 
2 2 a? À 
A 2 
FLOG E Cas Macs 5 on EECH SPAS 


dm 


n K n 
LS &@-mz=0 7% x-nm=0> 
0” Gi i 


i=1 
X <m 
d Log L (X4, Xo. e Ee E EN 
do? 
n > Â S 
Ee gr E 0 -" 
OR H A - D 


m es inconnue et est estimée par Mm = X. 
n Yi? 
Se X- X 
On écrit: 62 = E 
n 
i=1 
š 
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Conciusion 
m = X 
D BEZ? 
Y Ge. Xx? 
6? - El 


dLogL  d2LogL 
dm? 3o? dm 
d'Lon L 3?Log L 
amado? d(02)? 


La SÉ 


est semi-définie négative . Il s’agit bien d'un maximum. 


2. Propriétés des estimateurs - 
Rappelons, avant de commencer l'étude de ces propriétés, 
que pour une loi normale, nous avons E{X;) = m et V(X) = e, 
a - Propriétés de m 


\ 
| > CEDE 4 
(i) m est sans biais : Em) = Ej E | = bs (Xi) =m 
| 
(ii) m est convergent 


f n \ n 
2, Xi 2 V(X) Ç 


ooo oa 
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(iii) Mm est efficace 
Nous avons: 


1 
f(x, m) = exp - — 
) EE j 2 | 0 


2 
a- Log f(x, m) = - Logo V2 (EN) 
$ L 


d Log f(x, m) ` 1 WW 

RS r ai er 
3? Log f(x, m) ` 1 

R Z 7 Ke Es E 


2 


d 1 
Log SX. m)| = — => 
m? | o? 


E (X - X? 


b - Propriétés de V < = s? 


n 


= Rae 
Nous avons: one + x2(n-1 


L 
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=2 (n - 1) > Hee > 
n 


s'? est un estimateur biaisé de o° 


NB. Lim Es?) z0- 1 S est ‘un estimateur. 


A + 


asymptotiquement sans biais de o? 


Exercice n°5 


1. Pour un échantillon de taille n, nous avons: 


La, Ba, p)= CL Ç KB HET 
n 
E A A , x ar 
i=1 
n 
togt (X X, P) = Log He” + nrlogp 
+(% x; - nr) Log (1 - p) 


d los UX; . Ka BI _ nr i 
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X 4 


ER Log LC, ASP) TP EI < 0 
2 
dn? p dr - py i 


nr nr 


ZX EW 


Nous avons X; > Bin(r, p) > EiX;) = 


E(P) + p > 


p est un estimateur biaisé de p . 


Exercice n°6 


15 
3 


E. eT 


D, — Ra Eis En HEI 


In \ 
Log L(X4 , —, Xp, p) = nLogp -|ŸX;-n|Log(i - p) 
Vi=1 j 
S HE 8) CS d | 
gp p EE X 
WS O 
i=1 
n 
Log ` mn GS-m à 
dr" p? (pS 


Ka 
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E 


Conclusion: f = est Pestimateur du maximum 


vraisemblance du paramètre p de la loi géométrique. 


Exercice n° 7 


-À y Xi 
A SE ech Ke P 
n 
Log L(X4, … , Xn,A)=nlogA - À X Xi 
n 
Steet OR 
dÀ À i=1 s 
ie. Ñ 
2 Xi 
El 
2 
d sol RE. RE 
di" E 
Conciusion S 
As — est Pestimateur du maximum de vraisemblance du 


Y 
A 


paramètre À de la loi exponentielle. 


Remarque Il est possible de calculer les estimateurs du maximum. 
de vraisemblance pour les paramètres des différentes 


distributions fréquemment utilisées en statistiques. Nous donnons. 


] 
dans le tableau ci-dessous une liste de ces estimateurs ainsi que: 
de leurs propriétés. 
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Estimateurs du maximum de vraisemblance 


Propriétés de | 
l'estimateur 


Estimateur du 
maximumu de 
vraissemblance 


Paramètres à 
estimer 


Forme de ia 
distribution 


f(x, 8 ) 


- Convergent 
x! - Efficace 

- Sans biais 
- Convergent 
- Efficace 
- Sans biais 
- Convergent 
- Efficace 
- Sans biais 
- Convergent 
- Efficace 


o? connue 


2 - Sans biais 


6 =06 
m connue 


Normale 6? est biaisé 


sel 


de | 
l 


3inomiale CRETE BS ¡8 = Estimateur biaisé | 
tégative S ; ji 
E six 2 r | 

E 0 sinon | | 
ren A | 
3éométri- 1 Sans biais | 
E E 
:Xponenti- | - Ç à H Sans biais 

de E | 18 = = 

E | | X K: J 


PARTIE SOLUTIONS 


PAGE 88 CHAPITRE H - ESTIMATION PONCTUELLE ` 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


Exercice n°8 


I vxefo,a 
f(x) = 42 
0 ailleurs 

1. Nous savons que E(X) = ae = À 
2 2 
C ` ef 2 
wt dol. SE 2 
12 12 


Nous avons démontré que la moyenne X est le meilleur 
estimateur sans biais, convergent et efficace de la moyenne de la 
population. 


E À 
On pose donc : X = a > 


À: = 2X 
À vérifie les propriétés suivantes: 
2 Es (2 Xi | n À 
a- Ely) = 2E(X) = 2E- =2- =1 
| Dn | 2n 
A 
de est un estimateur sans biais. 
A Xi} 2 2 
EE EE E 


\ 


Lim NGT = 0 


N— +00 


E est un estimateur convergent de A . 
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2 . 
¿ste > El PILA A) 
à À? 


UE 


[32 
un = fee» 
L 


KES 
Log f (x, À) = - Log 1 => 
a Log f (x, À) get 
d À p 
A7 Log f (x. À) 1 1 
ag. ` vg" WA 


L'inégalité de Cramer n'est pas vérifiée. En fait, les conditions 
de son application ne sont pas vérifiées puisque le domaine de 
variation de la variable X dépend de 1. . 


2. Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance: 


sera donc maximum pour À minimum. 


1 K ` 
oor AO pon À ak VS A 
A 


EZ ES 
> = Sup EG GE 
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b - Loi de de 
Soit G la fonction de répartition de A 
G(y) = Pia < y) = P[Sup(Xų4 , X2 , … , Xp) < y] 
= PK < y) G Da elen, Ra < y] 
= DIN, < y) P(Xo<y) … P(X, < y)] 
= Fly) F(y) .... Fly) 


= (F(y))" 
où F est la fonction de répartition de la v.a. X; définie par: 


0 siy < 0 
G(y) = (FO) = JI 90 < y < à 
siy > À 


La densité de probabilité de ds est g(y) définie par: 


„n-1 
de T 0 <y<2 
SR 
0 sinon 
S n-i f ntl À J 
E(A2) = [202 E O E ` 
D An EM Im | n+l s 
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A anti Ç A 
wë petit nel 
x i 
Elo) = À — 
(A2) A 
4. ay? ny"! An Y 
V(A2) = L 0 S [En 


nA? n? 17 d n 17 


M+2) (m+)? ` (ne Sue + 07 


a 


e BEE e 
À est un estimateur biaisé de À . 


Puisque À. est un estimateur sans biais de A, elle est donc 
préférable à Ae 
Exercice n°93 


LX e Nm. oc) > 


E(X;) = m WEN EE, 
V(X;) = 6° Vi= 1, 
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X4 +2X2 + 3X3 + 4X4 + 5X5 + s] 
E 

a 
_ E(Xy) +2E(X>2)+ 3E(X3) + 4E(X4) +5E(X5) + 6E(X5) 
g 21 
mr äm +3m+4m+5m+6m ` 
Y 21 A 
S Eh, El A EX) 


Ems) = 


m 
E oea 
1 


m m m 

— + — + — + — + 
2 3 4 5 

+ 3E(X2) + 4E(X3) y 2E(X4) + SEC. + soc) 

16 22 y 

m + 3m + 4m 2m + 3m + 6m ` 7 

e +4 — M S) 

16 22 
+ 4E(X4) > 5E(X5) + end 
7 11 2 


Es) < SCH 


x 3E 
Ets) = E(X4) + E(Xo) + Xa) 
=m L m Lm Lm < Am Z m 


E(m6) = N + 2 E(X2) + 3E(X3)] 


H E(X4) + 5E(X5) + 6E(X6)] 


Conclusion 


my , Mo, MA sont les estimateurs sans biais de m. 
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X; y V(X; E S 
E EE 


n 


V(X¿) +4V(X2)+9 V(X3) + 16V(X4) + 25V(X5) + 36V(Xg) 


v(m>) = 
(ma (22 
> 
LA wn n.ag 62 
441 
` V(X4)+9V(X2)+16 VIX3) ANDA) + 9V(X5) +36V(Xg) 
Was AA TE A 
256 484 
| 2 2 
e A R 
e 25% 484 


V(m¡) < V(m¿) < V(ñ) 
my = X est le meilleur estimateur sans biais de la moyenne m 


- de la population. 


Exercice n°10 
C = af; + b-+ U 
UU œ N (0, 1) 
1. R; sont considérés comme des variables non aléatoires. 
E(C;) = E(a R; + b) + E(U;) = aR; + b 
V(C¡) = v(a R; + b + Ui = V(U) = o? 
2. La densité de probabilité de C; se déduit de celle de U; 


Nous avons: 


s 
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1 (C;-aR; -bY 
dci) = — Sie 
o dän 
et 
< i 37 1 -aR -of 
a E TR 


Does. Ou a,b 


- n Log (o /21) - 37 Em - ab - b) 


Qasi 


On cherche â etb qui maximise Log L. 


ðlosL _ 0 > YR;(C; -aR; -b} = 0 (1) 

da i E 
L 

ma =0 > (Ci -aR - b)=0 (2) 


a SP R; Re SLR 


(Y) => yo GER = 0 


Si Cak 
a est inconnu. On l'estime par á et on écrit: 
ba. Sp 
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(1) s'écrit Y Ci Ri - a Y Rn. aR)R = 0 > 


i 1 
op -af R-nCR+naR?=0 > 
i i 


EC¡R¡-nCR  E(G - C)(R; - R) 
ER, nd me 1 


ER? - nR? 
1 


On écrit: C; = âR; + b 

Remarque: Comme nous étudions la consommation en fonction 
du revenu, b doit être nécessairement de signe positif alors que á 
est généralement de signe positif. 

Z (C; - OR; - R) > (Ci EE 


3. Nous avons: à = 4 


à (R; œ Ry D d 
1 1 


avec Z pn = ER -R)=0 > 
i i 


1 


En ES o 2 Cin 
B | 1 


A } 
à = = - = MIE 

e EX i 

i i 

É 

aecAj = =5 

Än 

H 


n 
à = > AC; = AC + Alo + … + A 
E < 


> à est un estimateur linéaire des C;. 
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Nous avons aussi: 


=2 
i 


Bemarques: 


«YB, = 
1 


Ea 


XB R= 
1 
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( 


1 


n 


- 12 
i 


- RA;)C 


est un estimateur linéaire des C 
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1 
= 2 —=1 
8 
1 R? 
— + 
Re 
1 
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4. E(a) = EQ As Gah = Elz A; (aR; + b + u| 
1 1 
= aE(Z AjRj) + D(E(Z Aj¡)+ E(Z Act) 
1 1 1 
= ash BZ AU.) 
1 


Or, 
E AUU = E(AJU] + A2U3 +... + Ann) 
1 


A; E(U;) + A2E(U>) + ... + ApE(U,) = O 
Donc: 


E(â) = a > â est un estimateur sans biais de a. 


E(6) = EG BC = EZ Bj (aR; + b + Uu 
1 1 
= aE(Z BiR; +DE( B + E(Z B;U;)) 
1 1 1 
=p. + E(Z DU 


Or 
RIZ B¡U;) = B¡E(U¡) + B2E(U2) + … + BnE(Un) = 0 
1 


> D'A = b — b est un estimateur sans biais de b 


5. V) =E- E(â))? = E( - a)? - EC) A; UM 
l 


2, pi 2 L Alma 
= Af E(Uj) + A3 E(U3) +... + Az EUS) 


2 
> Os 
= 0? E TA 
Sg, "SZ 7 
i LS 
á 
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V(b)= E(6-E(b)? = E(b - b)? = E(Z B; Uu 
1 


e LR? 3 

= 0? £ Bi = virt z E 
i "ka: a 

S 2 


Exercice n° 11 


L(xy q. $ X5 p p) SS [ro = Xi) = 96 p1? (1 d'Ka 
i 


is: H seng eñ n -p - 10 pl° (1 - 51 2 


dp 
= 960p° (1 - pÉD-p- H < 0 
= 960 p° (1 - p)? [1 - 2p] = 0 
1 
1-2 =0 = — 
zR p 2 D 2 


PLE. Xe. p) 


de = 960p? (1 - pB [9 + 38 p? - 38p] < 0 
p E 


; 1 
au point p = — 
2 


Conclusion 


GE , S 
p = est l'estimateur du maximum de vraisemblance de la. 


proportion p. 
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Exercice n°12 


Comme X suit la loi trinomiale, nous avons par définition: ` 
PIS Dal © (X2=n2) A (X3=n3)] 
n! 
me pi BZ D. n3 
ATE p py" [1 - (py +p2)] 


avec n = Ny + No + Da 


La fonction de vraisemblance est: 


>. n! n vi e n3 
LO. Py, P2) = RTN] pi DI: (py +p2) 
n! 
Log LOG, pr, p2) = Log = + nyLogp, 
nj'n2'n3! 


+n2Logp, + nalog D - (p: +p2)] 


a Log L n4 ng 
e Eer al (1) 
dp: Pi CIDE P2) 
dLogl nə d ng ZE e, 
d P2 D  1- (p; + po) 
BEE < eg 
Di > (pr + Pa) I de 
Hs AQ ng | P1 Pa 
P2 1 - (py + P2) 
x No - 
EX = —= 
Pa D Pi 7 
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EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


Nous remplaçons dans (1) , nous avons 


ns di n3 > ng 
Š WI Hu - mpx - N2P1 
Pi 4 (pp + —2p;) 


=> M - N4 Pi - N2P1 = Tab 


Pour la condition de second ordre, nous pouvons vérifier que 
la matrice carrée symétrique composée des dérivées secondes 
est semi-définie négative. S 


Exercice n°13 
n i 
1 
=C —| X 
23) 
i=1 
1. T est un estimateur sans biais de m si E(T) = m 


De DE TE 


i=1 
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x e gie 1 E 
est une suite géométrique du ter terme U; = — et de raison 


ee Aa, i 
teg 
4 y 
i LE 
SG) aL. DI 
DE Ze ` 
2 
d'où: Ga 1 


Remarque: Lorsque le nombre d'observations n devient très 
grand: c= 1. 


n 1 
2. V(T) = v] RER 312 Xi 


D f 


PARTIE SOLUTIONS 


PAGE 102 


im We — #0 
Nn— + 3 


T rest pas un estimateur convergent. 


Exercice n° 14 
Nous cherchons à déterminer le meilleur estimateur linéaire; san 


biais et efficace de m. Soit 0 un tel estimateur. 


a - Condition de linéarité 
Puisque 0 est une fonction linéaire des observations Xi , nous 


pouvons écrire: 


n 
ê = Ÿ ki X; où les k; sont des constantes. 
Li 
b - Condition d'absence de biais 


E(8 Jm > 


A 
KE) = Xm e => 


E A 
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c - Condition de variance minimale 
E n n n 2 
VÉ)= VD k¡ Xi) = Ak VO) = Y ké o 
i=1 i=1 i=1 


Donc, nous cherchons á minimiser 
A n n 
V(6) = K? o? sous la contrainte que Y k; = 1 (c'est-à- 
i=1 i=1 


dire sous la contrainte que 0 est un estimateur sans biais). 


Pour optimiser une telle fonction, on peut faire appel à la 
méthode de Lagrange. Ainsi, on forme une nouvelie fonction à 


minimiser: 
n In 
Le HR > +24 - 1 = f(k;, 2) 
i EI 
E E PA E 
ak; 


© | w 
G 
Il 
Fi: 
E. 
Il 
L 
D 
M 
ES 
Il 
¡Ma 
D | S 
Il 
ļ 


Nous pouvons vérifier aussi facilement la condition de second 
ordre : 


Soith; i= 1, ,n e IR . On cherche le signe de : 
EX 
1 1 1 uk 1 
a A o > FE a 
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n SS n 2 
1 1) 
— + e == 
Eat) E H 
é i=1 Fei 
n 
Yh=0 
i=1 . 
n e 4 2 n 1 2 n 1 2 
Signe A = Hu E Kä + >{) - > (1) 
= i=1 i=1 ei tei 
n 
h; = 0 53 
i=1 
e Se 1 z 
— A = Eh > 0 > E EE 1 réalise un minimum. ` 
CH SZ n, ES 
Conclusion 
ve S Re E 
ô$ ki Aa e + — =X est le meilleur estimateur linéaire, 
i=l i=1 za 
sans biais et efficace de m. Un tel estimateur est appelé 
estimateur B.L.U E. va 


Exrecice n°15 
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EX: $ nbs 3 n4E(Xy) + n2E(X2) 
WI ku n4 +No 


donc, il s'agit de 3 estimateurs sans biais. Pour comparer leur 
efficacité, on calcule la variance de chacune de ces estimateurs:: 


2 
> o 
VOX) = — 
(X1) e 
2 
y o 
Wol = Zo 
HS 
2 2 
LO. A 
= SC DH Ge DS — HB 
v MX + n2X> = niV(X+) + nS V(X2) G L ns 2 Da 
A (n, +n2)? (1, +n2P 
ny + No 
e e | 
Fe ec 
Dy + Da SE 
et í > le meilleur estimateur de la moyenne m 
o” o? | 
Ha + No no j 


; ni Xi mo X 
de la popualtion est 117 272, 
ni; + No 
6 
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2. Nous savons que: 


9-18 
D-E a ft - 
O 
(n- 1) S? 
E = (m - 1) => ESCH = 0? 
De même: 
ES) = 0 


m SÍ + (n2 -1) 92 


o? 


= (ni + n - 2) > 


1 Du E + (no -1 Sí 
Ni + No - 2 6° 


ded si + (n2-1) SÉ] 
| (ny + no - 2) ) 


leur variance pour pouvoir les comparer. 


(m1) S | 


= 2d Y > 
HE a, 
CH 
MP y (8?) = 2(m -1) > 
54 
4 
VIS = EE 
(n -1) 


PARTIE SOLUTIONS 


CHAPITRE Il - ESTIMATION PONCTUELLE PAGE 107 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


De même: 

201 
(no -1) i 
Nous savons que: 


To, -1) S2 + (na -1) S2 | 


VIS) = 


V 2 (ny + No -2) — 


e 
| (m + n2-2)0? ] (na + n° -2) 
/ L À 
y m1 + (no —1) F $ 20? 
| nu + n2-2 } (m4 + n2-2) 
20 201 
(ny + No -2) (01 5h) mn, E + (no VS 
7 B + o 
26° 201 Stee 


< 
(m + n2-2) (nm - 1) 


meilleur estimateur sans biais de la variance de la population. 
Exercice n°16 


1. Par hypothèse, X et Y sont indépendantes = 


n D 
Lím) = [ff m) ¡NA m) 
Gi 1 


é j= 
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jm 1 ym 
Xi y p 4 GE Sms 
ege ZE 


2. Log L(m) = >), 
201 ia 


19) 
9 Log Um) = CES — m) + 5 0; m) se 0. 
dm Of ist 02 ja1 


j=i 


ñ = 
nos + po; 
2? Log L(m) n i 
E A E <0 >M est un maximu 
g 
am SÉ 55 
2 n 
05 Y Elx) + o Ey; 
À i=1 =1 
3. Em) = ! - =m > 
no; + po; 
m est un estimateur sans biais . 
S n olo a + potos 6202 
29 SZ 12 
yam > 2 Si 2 2 
(nos + po) (nos + poz) 
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4. Nous sommes en présence de deux estimateurs sans biais, il 
suffit de comparer leur variance. 


2-32 2 
E E 0105 oj 

Var (m) - Var (X) = S SN 
(no5 + po’) n 


aa 2 2 2 
Dog: o7(no5 + Dol 


(noi + po?) 


= pe ` e EE 
(me? + po?) 


Var (m) < Var (X) > 


m est un estimateur meilleur que CA 
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Chapitre LL 


Estimation par Intervalles 


de Confiance 


Section | - Intervalles de confiances sur les moyennes 
Section Il - Intervalles de confiance pour la différence 
de moyennes 
Section Il! - Intervalle de confiance pour proportion p 
Section IV - Intervalle de confiance pour la différence 
de deux proportions a 
Section V - Intervalle de confiange pour le paramètre 
d'une loi de Poisson De 
Section VI - Intervalle de confiance pour les variances 
Section VII - Intervalle de confiance pour le quotient 
de deux variances 


Exercices iá 
E 


Solutions Proposées 


Page 


114 


145 
117 


RES 


120 
121 


122 


124 


134 
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Chapitre Ill 


„Estimation par Intervalles 
de Confiance 


introduction 


Les méthodes d'estimation ponctuelle associent a un 
échantillon une valeur unique du paramètre inconnu. 

Les méthodes d'estimation par intervailes associent au résultat 
d'un échantillon un intervalle qui doit contenir la vraie valeur 
inconnue du paramètre; avec un risque d'erreur fixé à l'avance. 
L'utilisation de cet intervalle peut être expliquée par le fait que 
Pestimateur ponctuel est une v. a qui peut différer du paramètre 
estimé sans qu'on puisse calculer le grandeur de cet écart. 

Un intervaile de confiance pou: un paramètre 8 est de la 


PES E toe a 
LI : est la borne inférieure de l'intervalle de confiance S 
LS : est la borne supérieure de l'intervalie de confiance: 
a : est le niveau de risque accepté S 
(i-æ&) :estle niveau de confiance: 
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Section I - Intervalles de confiance sur 
les moyennes 


La construction de l'intervalle de confiance sur les moyennes ` 
varie selon que l’écart - type © de la population est connu ou 


inconnu. ez 


EI 
. 


1.1. Cas où o est connu 
Nous savons que: x 
+ Si nous tirons un échantillon de taille n d'une population 
normale X de paramètres m et © ; la distribution de X est aussi 
normale quel que soit n. 
+ Si on ne connaît pas la nature de la loi de X et si n > 30; Z 
la loi de X est approximativement normale. Ainsi, dans ces deux 
derniers cas nous avons: 
X-m 


aln 


> N (0,1) 


L ‘intervalle de confiance s'écrit dans ce cas: 
P(X - Zajo += o - 1-0 
yn S yA 
avee Zop L PZ < Lap) = 1 02 


et Z > N (01) 


1.2. Cas où O estinconnu 
Si l'échantillon est tiré d'une population normale mais d'écart. 
type inconnu et de taille n < 30, la quantité: : 
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X-m 
> T (n-1) (loi de Student à (n-1) d.d.L.). 
SE yl ( ) ) 
ls Gr, - E i 
GES T 


L'intervalie de confiance s'écrit dans ce cas: 
EI S 


= S 
PIX- tp H R +10 23 
dt * ve 


=; IArg 
Remarque: ` 

Sous les mêmes hypothèses que précédemment mais avec 
n>30, nous avons Luz = Zo et on accepte l'approximation de 


la loi de Student par une loi normale. 


Section HH - Intervalles de cenfiance pour 
la différence de moyennes 


Li Cas où les variances sont connues 

Nous supposons que les échantillons proviennent de deux 
populations normales indépendantes de paramètres Im, © : | et 
(mo, 32) respectivement ou gue les deux populations sont 
quelconques mais ny > 30 et np > 30.Sous ces hypothèses, 


\ 


2 E N (0, 1) 
Ee o 
S Ja + béi 
yn n2 
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L'élaboration d'un intervalle de confiance pour une différence de 
moyenne se fait de la même façon que pour une moyenne. Cet 
intervalle s'écrit: 


oi 02 
PIX - Xə - Zaz2 à — + — < mı - Mo 
n; No 
+ A 
< Xu - Xo + Zaig dt — Il - 0 


11.2. Cas ou les variances sont inconnues 


` mais supposées égales 

Si les échantillons proviennent de deux populations normales. 
indépendantes de variances inconnues mais supposées égale d 
avec n < 30 et na < 30. Le rapport critique adéquat (voir chapitr 


(Xy - X2) - (m4 - mo) 


¿e 
EA e 
af — 1) sî + (n2 —1) > E 2 1 
ALES > | S 
\ (n; + No - 2) Vn nm 


Ce rapport est distribué suivant la loi de Student à nt m -2 
degrés de liberté. : ES 


U'intervalie de confiance s'écrit: 


LN TE O 
e [(n4-1) s? + (no - 1) S 1 
PRE Ro tarn tna -2) y = 


(n4 + na —2) n4 


-m E X” 
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= DS rm ws TL 1 
+ Laan TL na -2) LE ER —+—|= 1-0 
(ny +n2 —2) nm Da 


1.3. Cas où les variances sont inconnues mais inégales 

Si les échantillons proviennent de deux populations normales 
indépendantes de variances inconnues et inégales, et lorsque 
n:2 30 et n > 30, le rapport: 


(Xy - X2) - Uma - m2) 
2 2 
S$ S 
V ns n2 
est distribué suivant une loi normale centrée réduite. L ‘intervalle 
de confiance s'écrit : 


P La. La Zeg E M = Rito 
er 2 
2 2 | 
LAN X Z SC EEN 
(X1 2) + gta 7 F | Q 
y 2 | 


Section HE - Intervalle de confiance pour 
une progsrtion p 


La construction de lintervalie de confiance varie dans ce cas 
Selon que n > 30 ou n «30. 


Z 
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11.1. Cas où n > 30 
Nous avons vu (Chapitre I) que lorsque X est une variable de 
Bernouilli de paramètre inconnu p alors: 
E - 
IP 15 N(01) ssin> 30 


pq 
n 


avec F, est la proportion de succès dans n tirages. 


L'intervalle de confiance s'écrit: 


KO. E 
els, E Zu12 d n) <p 


111.2. Cas où n < 30 2 

Pour n < 30, on ne peut pas approximer la distribution det 
par une loi normale. Dans ce cas, pour construire un intervalle de 
confiance pour p, on utilise la variable Y <n Fa représentant le: 
nombre de succès dans l'échantillon de taille n . Nous avons, 
Y + Bin p) avec p inconnu. 


On détermine deux valeurs p; et pz vérifiant : 
P1< Fn< p2 
avec: 


n e 
> y L 2 < a/2 
DI BY > y/ dek Këpp. of <a 
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pi P(Y < y/ n, pa) = $ ci pÍ (1 pall < a/2 
j=0 


o et p2 constituent dans ce cas les limites de l'intervalle de 
confiance à un niveau de confiance 1-a . 


Section IV - Intervalle de confiance pour 
la différence de deux proportions 


Soient deux échantillons de taille n, et n tirés de deux 
populations différentes dont, respectivement, les proportions p, et 
p2 des. individus satisfaisant un certain caractère quantitatif est 
inconnu. 

Soient F, et F2 les proportions observées à partir des 
échantillons. Nous savons que pour n, et n suffisamment 
élevées, nous avons : 


(F; - F2) - (py - p2) 
ui = ps) , Pa(t - P2) 
\ n4 n2 


> N (0, 1) 


L'intervalie de confiance s'écrit dans ce cas : 


E C 
| [ba — py) pa — po) 
T Fo SE E + == € ps - po 


n4 n2 


pat — px) E: p2(1 — p2) 


| 
= F- -F +Z r= 
1 2 oi? \ n, n2 | 


£ 
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Puisque les limites de confiance dépendent de p; et Da, on 
retiendra F, et F2 respectivement comme estimateurs ponctuels 
de ces deux paramètres. L'intervalle de confiance devient : 


üb PMd-FA 
dE 


ns n2 


At = = 
< Fis Fa + Zem AN Sn... BN SIE 


y n4 n2 


Section V - intervalle de confiance pour 
le paramètre d’une loi de Poisson 


Soit X une v. a suivant une loi de Poisson de paramètre À. La 
relation suivante lie la distribution de la loi de Poisson à celle du 
Khi -Deux: 

P(X < k) = POÉ((K+1) > 22) 


D 


L'intervalle de confiance pour le paramètre 2 s'écrit: 


SEA 2 7 
EA O 
| 2n 2n | 


H 
= ale 


2 LEA A 2 E e i 
E AN dÉ Gat > x? 4] 
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Section Vi - Intervalle de Confiance peur 
les variances 


V1.1. Intervalle de confiance pour la variance d'une 
population normale (m inconnu) 


SX - $ 
l est un estimateur 


Nous savons que S° = 
n-1 
2 


ponctuel et sans biais de la variance © 


Et que : 
2 
cidos LA x (n 1) 


o? 


L'intervalie de confiance pour o? s'écrit: 


7 


{ ; 
E | Majo (MD) < 1 S 


AR 1 q 
Xia/2 1-1) ) 


H 


D 


Laien - Y 


SC E T Pom > al SR og 


Ae 4 E SS 2 
Xí a2 0-1) / Piz (n-1) > ee =0 


N 


1 


n-1) s? | 
> à < xa- = Ze 


(n-1) s? | ge 
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VI.1.Intervalle de confiance pour la variance SS 
d’une population normale(m connu) 
Nous savons dans ce cas que: 


> él) 


L'intervalle de confiance pour o° s'écrit: 
s2 n sí 
Ea < oi < e a ST E: 
LXar2 (0) Xi-a/2 (0) 


Section VII - Intervalle de confiance pour 
le quotient de dex variances 


Nous savons que si nous tirons deux échantillons de taille n et n de 
deux populations normales indépendanies, le rapport: 
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2 
e? 
En Sy CE 
F = —— = 
2 KEE U 
S2. Sat 
2 
02 


est distribué suivant une loi de Fisher à [(n, — 1) ; (n2 -1)] degrés de 


liberté . 


L'intervalle de confiance pour le rapport de variances est de la 


forme: à 
2 2 
PI E E A, 
2 ala (n; , N2 yE 2 
sí ei 
2 
Sa 
aE A 1 - e 
S4 
Avec: Fojo / P |E; “nr te a) Z + 
GÉIE daul ges 12 Eelef 
E 
ES 
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Exercice n° 1. 


Dans une population formée des copies d'examen, on considère: 
caractère X, qui à chaque copie, associe la note attribuée. : 


ont obtenu au moins la moyenne. L Gan 10). 
1. Déterminer, en utilisant différentes méthodes, un intervall 
confiance de niveau 95% pour la proportion des copies vn 
au moins la moyenne dans toute la population . i 
2. A partir du même échantilion et pour le même niveau dee co 
nous avons déterminé un intervalle de confiance pour la propo 
copies ayant obtenu une note excellente (> 15). Nous avons 
1=[7,23 % ; 12,76%]. 
Déterminer la fréquenc 
excellente dans l'échantillon 


observée Fa, des copies ayant un 


Exercice n°2 


Soit X une variable aléatoire normale d'écart- type o = 1,35. 


1. A partir d'un échantillon de taille n = 25. On observe X = 12,6. 
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Déterminer un intervalle de confiance à 98% pour la moyenne m de la 
population. 


2. À partir d'un autre échantillon, on a observé X =12,6. Déterminer n 
sachant que l'intervalle de confiance obtenu au niveau 98% couvre 
90% de l'intervalle de confiance obtenu à partir du premier échantillon. 


Exercice n°3 


Soient X et Y deux variables aléatoires normales indépendantes de 
variances o% et o% inconnues. On pose E(X) = m et E(Y) = m 
L On dispose de 2 échantillons indépendants de même taille: 
nı = n2 = N =10 tirés dans les lois de X et Y respectivement. 
On donne X = 4,8 ; Y = 5,6 ; SẸ = 9,6 et E = 8,75 


On suppose que les 2 variances o? et o% sont égales. 


N. Déterminer un intervalle de confiance de niveau 95% pour m. 
2. Déterminer un intervalle de confiance de niveau 95% pou m - m. 


a 


LE On suppose que les 2 variances sont inconnues et inégales et que 


De = 40. On donne X =5; Y =5 5; s$ =.9,6..et $ sen e, 


1. Déterminer un intervalle de contiance de niveau 95% pour m . 
2. Déterminer un intervalle de confiance de niveau 95% pour m - m’. 


Exercice 4 


Soit X une variable aléatoire normale de paramètres m et © 
inconnus . + 
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Un échantillon de taille n =9 a donné les résultats suivants 


yx 


X = — = 176 
16 


16 L 
Y (Xx, - X)? = 240 
i=1 


1. Déterminer des intervalles de confiance pour la moyenne m So i 
99%. Conclusion? E 
2. Déterminer des intervalles de confiance pour la variance a? à9 
et 95%. Conciusion? E 
3. Déterminer 6, telle que: 

Pio > oa} = 0,95 
4. Déterminer or, telle que: 

P Lo < op) = 0,95 
5. Déterminer un -intervalle de confiance bilatéral dissymétrique po 


o? (a, = 0,04 et ap = 0,01). 


6. Comparer les intervalles de confiance de niveau 0,95 pour o? z L 
+ Unilatéral à droite Joa, + | i 

+ Bilatéral dissymétrique (a, = 0.04 et ap = 0,01) i 

+ Bilatéral symétrique 

: 4 


+ Unilatéral à gauche D. or, | . SC 


PARTIE EXERCICES 


CHAPITRE IHI - ESTIMATION PAR INTERVALLES DE CONFIANCE PAGE 127 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 
H o 
Exercice n° 5 


Soient 2 échantillons de taille n;= 16 et nz =10 issus dei deux 
distributions normales N (m4 , 0o41) et N (m>, 02) respectivement; 
avec mset m2, 6, eto» étant des paramètres inconnus. 

On donne : 


VX, = 36,X2 = 13,6 ; S? = 3,88 etS2= 8,07 
1. Déterminer un intervalle de confiance pour m; à 0,95. 
7 


2, Déterminer un intervalle de confiance pour 62 à 0,99. 


2 


o f 
3. Déterminer un intervalie de confiance pour SCH à un niveau 90%. 


E 


Exercice n°6 
wi 

Un fabriquant de pièces de rechange emploi plusieurs milliers 
d'ouvriers. D’après une expérience précédante, il sait que les salaires 
mensuels qu'il verse sont normalement distribués avec un écart type 
5=14 Dinars. il veut estimer le salaire à 5 Dinars prés: avec un niveau 
de confiance de 99%. 

Quelle taille minima!e doit avoir son échantillon? 


Exercice n°7 


Dans un échantillon de 1000 personnes résidant dans une ville A, on 
a observé 400 persons abonnées au téléphone. Dans un échantillon 


de 1500 personnes d'une autre ville B, on a observé 675 personnes 
abonnées. 
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1. Déterminer un intervalle de confiance pour la proportion h 
abonnés au téléphone dans la ville A à 95% . 

2. Déterminer un intervalle de confiance pour ia proportion Pa ; 
abonnés au téléphone dans la ville B à 95% 

3. Déterminer un intervalle de confiance pour p: - p2 à 95%. 


Exercice n°8 


L'expérience montre que 16% des étudiants, préparant une Mal e 
scientifique, pratiquent un sport dans une équipe civile. 

On dispose d'un échantillon de n étudiants préparant une re 
scientifique. 
1. Pour quelles valeurs de n, la proportion des étudiants poursui AN 
des études scientifiques et pratiquant un sport en équipe civile se 
entre 12% et 20% avec une probabilité au moins égale à 0,99. - 
2. Sur un échantillon de 209 étudiants des branches scientifi es 
observe 30 d'entre eux sont inscris en équipe sportive civile. Linten 
de confiance détermine à un niveau 1- œ est donné pari = [8 
21,52%] . Trouver le niveau de confiance choisi. 


[9 EN 


Exercice n°9 


Soit p la proportion des ménages possédant une voiture dans 
région donnée. ; 
L On extrait un échantillon de 100 individus. On constate que sur 
100, 15 possèdent une voiture. a | 
1. Donner une estimation ponctuelle de p . E 
2. Donner un intervalle de confiance pour p à un niveau de j 

a=0,01. 
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3. Quelle est la valeur minimale de l'effectif de échantillon à extraire au 
hasard pour que la probabilité qui il y a une différence au plus égale à 
0,01 en valeur absolue entre la proportion p et son estimation soit au 
moins égale à 9,95. 


I. Supposons que f’échantillon tiré est de taille n = 20. On constate sur 
ces 20, 6 possèdent une voiture. 

1. Construire un intervalle de confiance pour p niveau a. = 0,01. 

2. Comparer le résultat avec celui obtenu à la 2ème question de |. 


Exercice n°10 


a Une entreprise achète une certaine quantité d’ampoules 
fluorescentes. Elle désire connaître la durée de vie moyenne de ces 
AG S R 

ampoules. L'écart- type est supposé égal a 18 heures . 


Un échantillon de taille n=25 a donné X =1006 heures. 

. On ne peut pas supposer que la durée de vie est distri: se 
normalement, donner un intervalle de confiance à 95% de la moyerne 
su la base de l'inégalité de Bienaymé Tchebycheff . 

2. La durée de vie est supposée distribuée normalement. Déterminer 
un intervalle de confiance à 95% pour la moyenne m . 

3. La distribution de la durée est supposée quelconque. Les résurits 
tenus concernant un échantillon de taille n =50. Déterminer un 
ntervalle de confiance à 95% pour la moyenne m de la population 

4 Supposons que l'écart-type © est inconnu et estime par S=18 
eures. En supposant que la distribution de la durée de vie est 
1ormale, détermingr un intervalle de confiance pour o à 95% sachant 


den = 25. 
D > 
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Exercice 11 


L'expérience montre que 70% des ménages d'une ville possèden l 
téléphone. On observe dans une période n ménages. 
1. Pour quelles valeurs de n, la proportion de ménages possé 
téléphone se situe entre 65% et 75% avec une probabilité au 
égale à 0,99 ? 
2. On interroge 520 ménages et on observe que 390 d'en 
possèdent le téléphone. Trouver un intervalie de confiance de niy 
99% pour la proportion de ménages possédant le téléphon 
utilisant deux méthodes d'approximation. : 


Exercice 12 


Soient (Xi, X, R et (Yi, Yo …, Ya) deux échantilt 
indépendants de méme taille n. On suppose que: 
Vi X = N(m,,0) 
et Yi = N ms, oa 
où © représente 'ecart-type supposé connu. 
n 


FN >"; 


1. On pose X Fl et Y= ET Déterminer les foncé 
n n y 
SE EE Ki Y 
génératrices de Y = X - Y et V = S 


2. Trouver les vaieurs de n tel que: 


SIE 


ula 
| 
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3. On suppose que m; = m2. Quelle est la loi de: 
DN — ME 0 - VE 


o? 


T = 


Exercice 13 


Dans une population donnée, on considère le caractère X qui à 
chaque ménage associe son salaire horaire en dinars. On pose: 
m = E(X) et o? = V(X). : 
1. On suppose que 0? = 0,98 et que m est inconnue. Un échantillon 
de 20 ménages a permis de calculer: 
en E 
Déterminer un intervalle de confiance de niveau 95% pour m. 
m2. On suppose que m = 2,68 et que o° est inconnue. Un échantillon 
de 32 ménages a permis de calculer: 


X=21 et Y (X - X)? = 18,08 
Déterminer un intervalle de confiance de niveau 99% pour oÊ. 
m Exercice n°14 


Un échantillon de 100 votants choisis au hasara montre que 55% 
d'entre eux sont favorables au candidat X. 
1. Déterminer les limites de l'intervalle de confiance de la proportion 
des tous les votants favorables à ce candidat au seuil de 95% . 
2. De quelie taille minimale doit être l'échantillon si Pon veut que le 
candidat X serait élu avec une probabilité de 95%? 
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Exercice n°15 


Le nombre d'accident automobile dans une région donnée est Une 
v.a. x suivant une loi de Poisson de paramètre À inconnu. 
Sur un échantillon de 200 individus (X:, X>,..., Xn), on a ob given 
accidents. 
Déterminer un intervalle de confiance de niveau 99% pour À (ey 
utilisant la relation qui lie la distribution de Poisson à celle de Khi-Deuw 


Exercice n°16 


Le nombre moyen annuel d'accident de travail dans une entrep; 
est une v. a suivant une loi de Poisson de paramètre à inconnu. 
Une entreprise d'assurance désire estimer ce nombre . 
Sur un échantillon de 500 employés; elle a observé un nc 


d'accident moyen X= 2 avec SS SS 


Déterminer un intervalle de confiance pour À de niveau 95%. ` 


Exercice n°17 


Une usine emploie un grand nombre d'ouvriers. Sot X la va 
aléatoire qui, à chaque ouvrier, associe son poids. On suppos 
suit la loi normale N (m, oi de paramètres m et o inconnus 


Sur un échantillon de 18 ouvriers, on observe X = 


n 
>: X? =92656. 
i=1 
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1. Déterminer un intervalle de confiance bilatéral symétrique pour m à 
95%. 

2. Déterminer un intervalle de confiance unilatéral à droite à 95% pour 
m. 

3. Déterminer un intervalle de confiance unilatéral à gauche à 95% 
pour m 

4. Déterminer un intervalle de confiance dissymétrique (o: =0,05 et 
0.9 = 0,01) pour m . 

5. Déterminer un intervalle de confiance bilatéral pour 0? à 99%. 


6. Chercher n tel que P (5,26 < o? < 24,27) = 0,99. 


x 
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Solutions Proposées 


Exercice n°1 


1. Soit: 


"RE V E la copie n°i a obtenu la moyenne 
0 sinon 
Nous avons: P (X: =1) =p ; P(X;=6 = 1-p=q 
Xi > B(1.p) = EX¡= nombre de copies ayant la 
moyenne > Bin, p) > F, = = = proportion des copies 


ayant obtenues Lo moyenne. 
EZ Xi) = np => E(Fp) = p 


VE X) = npa > VF) = = Y 
n n 
n= 32A > 303 Fn N (p, Pa, = 
n 
E | 3 
> N (0,1 E 
3 E 
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jere méthode: Calcul exact: 


PF, - TE P n <B, +106 9 | 0,95 
| E d 


| n n 


(Fa - p) dn 
Joo 


AF, - p)? < (1,96)? p(1-p) => 


IA 


196 => 


p?(n + (1,96)%) —p(2nF, + (1,96)2) + nF? < 0 > 
327,8416 p? -295,4416 p + 65,61 < 0 

A = 1246,98951 — VA = 35,31 

py = 0,3967 

pa = 0,5044 

1=(39,67 % 50,44%] 


2ème méthode: Approximation de p par E, 


¡'intervalle de confiance s'écrit: 


n 
f 5 (0,45. oss 

Pi345 - 1,96 Ge "05 < p < 0,45 + 190 PE O, Lee 095 
| Y 324 : 324 | 


Pj04223 < p < 0,4776] = 0.95 
I=[42,23% 47,76%] 


e 
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3ème méthode: /p (1-p) = 0,5 


dëi 1 EAT 2196 2 | = oe 


V324 | 


P [0,3955 < p < 0,5044] = 0,95 
| =[39,55% 50,44%] 


2. Nous avons | = [7, 23% 12 ,76%)] avec une probabilité de 95% . 


En (1 AF 2 
sea Eu) CS L<nspar 199: at]. 0,95 


kp en < p < 11,66%] = 0,95 


Eaft-Eal _ 


E 1,96 8,33 % 
324 
E SF 
r. + (elo Tal - 41,66% 
324 
253 = 20% 
Ek = 10% 

Exercice n°2 E 


1. n = 25 et population normale de variance connue => 
Xom 
oin 


> N (0,1) 
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L'intervalle de confiance pour m s'écrit: 


L o == T 
d E Za/2 Ja S 


SE EA 1-a > E 
n vni 
p|12,6 - 2,33 L < m <12,6 + 2,33 135] = 0,98 > 
5 5] 
p [11,97 < m <13,23] = 0,98 


1=[11,97 13,23] 


2. X = 12,6 etn inconnu 


3% 
ter intervalle 11,97 12,6 13,23 > 
iongueur = 13,23 - 11,97 = 1,26 


. 2ème intervalle 12,03 


12,6 13,17 => 
longueur = 13,17 - 12,03 =1,14 
Eo Le a 2 10.00 > n250 
dn dn 
Conclusion: 
Si 


n augmente cy diminue et Pinterva! 
rétrécie. 


> de confiance se 


Exercice n°3 


x 


La Nm, et 


Y à Mim, oi 
10 
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PS O <= o 
Xe Nm, —) et Y me Nm, —) 
vn Jn 
L S 
1. Nous avons une population normale de variance inconnue etn 
< 30 > D - mn es P (n S 1) 
X 
L'intervalle de confiance pour m s'écrit: 
=> S SW Sx 7 
PX- tut- SX zm ZS X + twan À | = fg 
L An Jn L 


P [4,8 - 2,262. 0,98 < m < 4,8 - 2,262. 0,98 | = 0,95 
P [2,58 < m < 7,016 | = 0,95 
1=[2,58 7,016] 
2. Intervalle de confiance pour la différence de moyenne m - m' 
de 2 populations normales de variances inconnues mais égales: ` 


E DRE 
GREEN TA 2) BE + SV) 


2n-2 


me 


Bois +S E 
2n-2 n 


[ 9.18.35 [2 
don. 2101 20955 12 < mm 
| V 18 10 


T DÉI ass 
18 V10 | 


SEN - Ÿ) + tepen E = 1-0 
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p[- 3,64 < m -m'< 2,04] = 095 
I=[-3,64 2,04] 


IL. 

1. Nous avons une population de variance inconnue et n > 30, on 
(Y - m'}/n 
Sy 

L'intervalle de confiance pour m’ s'écrit: 


peut admettre l'approximation : > N (0, 1) 


E S = Ss 
P|Y - Zur JE sms Vr Zae B |= 1 


P[5,5 - 1,96. 0,94 < m' < 5,5 + 1,96. 0,94 | = 0,95 
P[4,1< m" < 7,34 | = 0,95 
¡=[4,1 7,34] 
2. Intervalle de confiance pour la différence de moyenne m - m' 


de deux populations normales de variances inconnues et inégales 
avec n; > 30 et ns > 30. 


E O SE 
R SN . e 
| 1 n2 E 
L < 
GEI s2 s2 < 
a E = 


1 
l 9,6 + 8,75 
Se - 1,96 a <m-m 
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3 
<-05 + 196 aa = 0,95 


P[-1,827 < m -m'< 0,827] = 0,95 
I=[-1,827 0,827] 


Exercice n°4 


Nous avons une population normale de paramètres m et 
inconnues et n < 30. 
1. L'intervalle de confiance pour la moyenne m à un niveau d 
risque o s'écrit: 


Se S = Ss ; 
PIX - taz20-1) — < m < X + tw20-1) — | = 1-4 > 
| a/2 An o Je 7 
a- 
p S S 
P [176 + 2006 1$ m <176 «2000 GO = 0,95 > 


P [171,789 < m <180,210] = 0,95 
1=[171,789 180,210] 


b- 
p [17s = 3,355 60 < m <176 + 3266 ee EEN 


| = [169,874 182,125] 
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AOS 02. MS 


2 OS D a le. 
LXar2(n— 1) Xia/2(M- 1) 
1 
aP 240 <o? < 240 = 0,95 
#75 2,18 


i=[13,71 110,09] 


0,99 


o 
1 
-0 
| CENT | 
E 
A 
CH 
A 
a 
D 
eh | N 
SIS 
Ajo 
La +3 
il 


1=[10,90 179,1] 


Conclusion: 

Une augmentation de la taille de l’échantilion entraîne une 
diminution de la dispersion mesurée par l'écart type et par 
conséquent un étalement de l'intervalle de confiance. 


3. 0a/ P(o > 6,) = 0,95 . il s'agit d'un intervalle unilatérai a 
droite. 


Nous avons: 


i 2 Le D s 
V Xain-—1) } 
lef > | 085 = P (o? > 15,47) 
i 1551 } 
> P(o > 3,93) = 0,95 
EI 
1=(8,93 +! 


> 
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ll s’agit d'un intervalle unilatéral à 


4. Op / Pio < Op) = 0,95 A 


gauche. 
Nous avons: 


2 
e - RE s n 


ea. 2 le di + P (0? < 87,91) E 
273 


P (o < 9,37) = 0,95 > 
|=]0; 9,37] 


5. Intervalle bilatéral dissymétrique avec Ou = 0,04 et 


a? = 0,01. Cet intervalle s'écrit sous la forme: 


2 2 
D WE < o? “ur. = WCS Q4 - Ga > 
Xa, (8) x. ete) 
p (240. ire MO}. pe 
(2009 ~ SEH ` 


P (1194 < ei < 95,61 ) = 0,95 
1={11,04 ; 95,61] 
6. L'intervalie dissymétrique à la plus faible longueur, suivi par 


[intervalle unilatéral à gauche. 
L'intervalle unilatérai à droite à la plus grande longueur. 
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Exercice n°5 


1. L'intervalle de confiance pour la moyenne d'une population 
normale de variance inconnue et de taille d'échantillon < 30. 
= Sx, Ge Sx, 
P| X1- taz2(n1-1) < mS X3+ lasna 1) — | = 1-0 
Jn 


vn 
P [3,6 - 2,131 . 0,49< m; <3,6 + 2,131. 0,49 | = 0,95 
P[-2,55< m,<4,65 | = 0,95 


|=[-2,55; 4,65] 


2. L'intervalle de confiance pour oi s'écrit: 


(n-1) SÉ > ETS | 

To A e nu 
Xan- 1) Xiaj2 (MM d 

SE ef < = 0,99 
23,6. G 12 


t=.[8,07 ; 41,98] 
rs H O 22 . 
3. L'intervalie de confiance pour — s'écrit: 


s2 


s2 2 8 

2 x 2 4 

1 a/2 (Mm -4 n2-1< <> Fira? (nm -1 n2-1) 
1 E 


=¿1 - © 
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2 
dag gene ¿ Le BI AT - bo 
3,88 o? 3,88 
I= [0,8 : 6,23] 


Exercice n°6 

Nous avons une population normale de variance connue => 

X-m OG -mdn 
o/\n 


L'intervalle de confiance à un niveau 99% s'écrit: 


> N (0,1) 


dk eg BEER A 258 + = 0,99 


Jn An 
On cherchen/m < X +5 > 
BEE RTA S Bp 
Jn Jn 


Exercice n°7 


Soient ; 
Fs : la proportion observée des individus possédant le iéiéphone 
dans A. 
F> : la proportion observée des individus possédant ie téléphone 
dans B. 

Nous avons: Fy= 0,40 


F = 0,45 
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ny > 30etn, > 30 > 


(P N py) Jn 


e kk 
> N (0,1) et (Fa - P2) nz > N (0,1) 


ET Zoo 
(F; - Fo) - (P1- P2) a N (01) 
pi(1-P1) , Palt-P2) 

| ny no 


1. L'intervalle de confiance pour py s'écrit: 


ENTE FGF 
ES "H, D SF Zog "CH, 1-0 
$ D 


y Yom 


a.i 150 LEE 28: < p1<04+ 1,96 JOE AR = 0,95 
1000 1000 


P SA < py <0,4303] = 0,95 
| = [36,95 % ; 43,03 %] 
2. Ce même raisonnement nous conduit à : 


plaas. 1,96 1945-95 < pa <045+ 1.96 En- = 0,95 
\ 1500 Y 1500 


P[0,425< p> < 0,475] = 0,95 
|=[42,5% ; 47,5 %] 
3. L'intervalie de confiance pour ia différence de proportions 


s'écrit: 


a 45. 0,55 
P 10,4 - 0,45- 1,96 A AOS pj + Po 
1000 1500 


$ 
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K 
PT OIT A 
1000 1500 


P [- 0,089 < py - p2 < - 0,016] = 0,95 
=[-8,9% ; - 1,6%] 


Exercice n°8 


1. En absence de toute information sur la loi et sur la taille de 
l'échantillon, on utilise l'inégalité de Bienayme - Tcheybecheff. 
Soit : 
ge f si l'etudiant pratique le sport dans une equipe civile 

Ç D sinon 


PX=)=p=0,16 ; P(X,=0) = 1-p = 0,84 


n 
Xi B(1,p) > X X + Bí p) > 
t=1 


Xi 


n 

n = 
EÈ X) = 09 > en [EL = p 
Li 


bh mates 


X 


C (Di 
VIS Xi) = np{i-p) y V(F,) ES pi S Í } 
i=1 
U'inégalité de bienaymié Tcheybicheff s'écrit: 


PE - EF) > el: VE) 
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On cherche : 


On applique l'inégalité de Bienaymé - Tcheybicheff: 


HIE, - EFn] < 0,04] > 1 - VE) 
€ 
_ 1. 0:16. 0,84 
n (0,04)? 


Cette probabilité x sera au moins égaie à 0,99 dès que: 
0,16. 0,84. 0,16. 0,84 


1 - ————2>0,99 => < 0,01 
n (0,04)? 0,0016 n 
=> n > 8400 
2 - n = 200 > 30, on peut utiliser par conséquent 
l'approximation par une loi normale : 
(En - phn = N (0.3 
p(1-p) 
| FGF FGF.) | 
Git Lal? y d ne D-a T R S Si = 1-0 
Fa- Zoo Fn(1-Fn) 8,48 % > 
a E 
0,15- Z "Chal — 0,0848 > 
n 
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Zam = 258 => 1-0 = 0,99 
Le niveau de confiance choisi est de 99%. 
Exercice n°9 


1. L'estimateur ponctuel de p est F, = 06 = 015., 


2. Soit: 
Sn A si le menage possède une voiture 
O sinon 
ELG=3)=P-R0G=0)=1 - p 
Xi e B(1, p > ÈX + Bin, p) E 
Puisque n > 30, on peut utiliser une approximation par une loi ` 
normale. L'intervalle de confiance s'écrit: ; 


1-F, FGF 
Pe za RE psi Zug PET -ra 
n 


L 


F 15 as l e an] 
->P|0,15-2,58 SRE 98 < p<015+259 902-9851 eg 
Y 100 Y 100 | 


P [0,0578 < p < 0,242 ]=0,99 


| ={5,78 % ;, 24,2 %] 
3. On cherche n / 


10,15. 0,85 


p- Pl < 0,01 — 1,96 d 


< 0,01 


l 
| 
| 
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nae? 915-085 < 0,0001 
n 


n > 4898 


1. n =20 < 30; on ne peut pas utiliser approximation par une loi 
normale . 


œ = 0,01 , on cherche py et ps / 


P(Y > 4/20: p4) < S = 0,005 > pı = 0,03 
P(Y < 4/20; po) < S = 0,005 > 
P(Y > 5/20; po) > 1 - o = 0,995 => po = 0,45 


py et pọ sont déterminées par lecture de la table de la distribution 
binomiale cumulée. 


| = [0,03 < p < 0,45 ] avec un risque d'erreur de 1% . 


2. Lorsque ia taille de l'échantillon n = 100, on a approximé par la 
loi normale . nous avons trouvé | = [5.78 % ; 24,2%]. Lorsque ia 
taille de ‘échantillon est petite, nous n'avons pas beaucoup 
d'informations sur la population est par conséquent nous avons 
un intervalle plus étalé | = [3% ; 45%1. 


EI 
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Exercice n°10 


1. L'inégalité de Bienaymie - Tcheybicheff s'écrit: 


PIK - EU <tox}21- + > 
PIK- m s tog}21- 
= 15 1 
d a E = 0,95 => t = V20 


L'intervalle de confiance pour m s'écrit: 
PIX - tog < m < X+ tox] = 0,95 > 
P[989,9 < m < 1022,09] = 0,95 > 
| = [989,9 ; 1022,099] 


2. La durée de vie est supposée distribuée normalement. 
U'intervalle de confiance pour m s'écrit: 


PIX - Zaj2 GY SM< X + Za/2 07] = 1 - 0 > 
P[1006 - 1,96 3,6 < m < 1006 + 1,96. 3,6] = 0,95 > 
| = [998,944 ; 1013,056] 


X-m 
o/\n 


population mère. L'intervalle s'écrit: 


SADA ADO p>N(01) Y la distribution de ia 


d E Le <m<X+ Za EN = 0,95 > 
3 


L 


PARTIE SOLUTIONS 


CHAPITRE II! - ESTIMATION PAR INTERVALLES DE CONFIANCE PAGE 151 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


PH001,01< m < 1010,989] = 0,95 > 
| = [1001,01 ` 1010,989] 


A n = 25 , la durée de vie est distribuée normalement — 
X-m 
S/4n 
Lee te <m<X+t 


S 
Ja oi? + 
18! 


| 
L 
18 de 
Pl 1006 - 2,064 eme 1006 + 2,064 a. = 0,95 — 


> T'(n-1) . L’intervalle de confiance s'écrit: 


j= 0,95 — 


I = (998,57 ; 1013,4] 
Exercice n°11 


1. Soit : 


x 1 si le menage i est abonné au téléphone > p = 0,7 
17 Io sile menage i n'est pas abonné au téléphone — (1-p) = 0,3 


n 
X = Bnp > X=}, X; > Bín p) 
=1 
et E(X)=np=0,7n 
VOX) = npqg = 0.21 n 


La proportion des ménages abonné au téléphone 


=£“%i = F, tel due RPT = p = 0,7. 
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0,21 
ae 


On cherche P(0,65 < Fa < 0,75) = 


P {0,05 < Fa - E(Fn) < 0,05} = PE, - E(Fn)| < 0,05) 


On applique l'inégalité de Bineyme Tcheybicheff parce qu'on 
ne connaît pas sin >. 30 . Ona: 


à V(F,) 
PP, - EI 0,05! > 1 - 
re (0,05)? 
84 
PE, - E(Fn)| < 0,05} OE = 


V 


d'ou 4 - 2 > 099 > 001 > 24 > [> 8400 
n n 


En - EE) - En 6.45 


2.n=520 > 30 > = > N(01)* 
Vis? pq 
Fa - p) Vn | 
SS T En Sue = 0,99 
| Pa | 
` s 
E P J- 2,58 Taren zent = 0,99 
L deg 
ière méthode: exacte: 
D ge 


Joo 


nf, - BI < (258)? p(1 - p) :n=520etF,=0,75 > 
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520 (0,75 - p)? < (2,58)? p(1 - p) > 

526,6534 p? - 786,6564 p + 2925 < 0 > 
= 2640,3037 > VA = 51,38 > 

pı = 69,8% et po = 79,5% 

| = [69,8% ; 79,5%] 


2ème méthode: approximation de p par Fn 


Fat Ej RE) 099 
std Ja e U 


< p<F,+ 2,58 


An 


p E - 2,58 


AS ; V520 
10% < p< 79,89 %]= 0,99 
|=[70.10% ; 79,89%] 


SCH 
0,75. 0,25 DT SCH 0,75 PE oo 


p 
P [97s- 200 ===> 
[7o, 


P 


3ème méthode: Approximation large 


r | 
dd omg. ie bebe gen Log 


2h CAMES + 


i = (62,34 % ; 80,65%] 


Exercice n°12 


1. Xe N my, : Y LAN (ma, ) 


So 


P 


X et Y sont indépendantes > 
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2 
U=X- Y > N (m ms, ÉD) > 


Së 
Uma mir ee 
n 


uu(t) = e 
E ECH 
E H > 2 
2 2n 
2 


(m4 +mo)t a o?t 
u(t) = e 2 e 


Lë Le 2 
2. X - Vio N (m - ma JET) 


(X - Y)- (mı - m2) Bun ) 


O 


L'intervalle de confiance à un niveau de 90% s'écrit: 


PA - Y) - 1,65 -Z<m, - mo <(X - Y) + 1,65 Z | = 0,9 


ic 


On cherche n / 


P {x SNE 1,655 <m - mo <(X - Y) + 1,65 a > 0,9 ` 
Donc: 


ARE oe - E - 825 = n> 136 
5 A2 2 


SC 
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D'après le théorème de Fischer 


Exercice n°13 


1. n=20, la distribution de X est inconnue, on applique l'inégalité 
de Bieneymé Tcheybicheff . 


Io y pI À = VO) 
Pix - EX) > e} = PIX - mj 2 e} S 
PIS Ee EE cv 
L J 2 
€ 
Re mg E jor EE o 
de 20 €° 
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2.n= 32 > 30, on peut appliquer le théorème centrai - limite 


Y (X; S m)? 


o? 


normale N (32, V64) > 


1: x? (82) peut être approximé par une loi 


E- mt 


5 c 99 
2 = N (0, 1) 
8 
D'où: 
| IX -m?o ag 
P¿-2,58 < D HE ION < 2,58 | = 0,99 


= E (XX? + nX2 - 2mnX + nm? 


= 18,08 + 32 (2,1)? - 2. 2,68. 32. 2,1 + 32 (2,68) 
= 28,85 


|=[0,54 ; 2,28] 
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Exercice n°14 


1. Soit 3 


x. = 1 si le l'electeur i vote pour X 
e 10 sinon 


P(X=1)=p ; P(x=0)=1-p=q 
Y X; > B(100, p) 

E Xi) = np = 100 

V(Z Xi) = npq = 100 pq 


D'où: 
E(X) = p 
v09 = 22 
100 
n= 100 > 30; on peut utiliser ie théorème central limite ` 
3 log 
Fa eN (p. Pa 
N n 
FAP ,, N (0,1) 
pq 
D 


L'intervalle de confiance s'écrit: 


Eë E 
d 106 PS E + 196; = 0.95 
n gG: 


F, = 0,55, on estime p par: 
Fa > Jp(17p) = 40,55. 0,45 = 0,4975 
P {0,4525 < p < 0,6475 } = 0,95 
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| = [45,25 % ; 64,75%] 


2. Taille de l'échantillon = n 


On a alors Z = De P An > N (0,1) 
pq 


0,4975 o PER + 196 0,4975 


vn Jn 


E foss - 1,96 | = 0,95 


Le candidat X sera élu si: 
0,4975 


Jn 


0,05 — 


0,55 - 1,96 > 0,5 > 


0,975 
Fan E 
n 
n > 380 


Exercice n°15 


L'intervalle de confiance s'écrit sous la forme : 


2 5 7 
2K REO 
p LT ) Fete afak ) se Ké 
2n 2n 
Soit: 
Es 2 H 
%0.005 (16) Xo 095 (18) | 
D | x80818) < À < A | = 0,99 
| 400 400 | 
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—— < Se = 0,99 
400 400 


P [0,012 < A < 0,093] = 0,99 
1=[1,2% ; 9,3%] 


E BE? 37,2 


Exercice n° 16 


Rappelons que X et S? sont deux estimateurs sans biais de 
À et que X est aussi un estimateur efficace. 
n = 500 > 30 , nous avons d’après le théorème central limite: 
RE A - MES 


NEEN: E 
n 


Comme V(X) estinconnu, on peut remplacer LA par Ia et 


N (0,1) 


nous avons ` 
(X-A) 


vn 
JX 


= N (0,1) 


L'intervaile de confiance s'écrit: 


plz SC E Late 
L vX A 
p $ 

pl2- 196 V2 < x< 2+ 190% | E 
| 500 : V500 | 


Phas < À < 2,12] = 0,95 
> H 
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N.B. On a privilégié dans le calcul, l'utilisateur de X à S? puisqu'il 
s’agit d'un estimateur efficace. 


Exercice n°17 
1. Nous avons: 


X-m . [X= "M d 7 
= ne T(n-1 = 15 
Sin S í y 
X2 - nX2 A 2 
SÉ 2 X; _ 22656 - 16(76)% _ 4 
n-1 15 


` L'intervalle de confiance pour m à 95% s'écnt: 
Y S G S 

PiX - Laia += Sm < X + Laia +|=1-0> 
| oi? la a/2 2 

k < m < 76 - 2,131 “à = 0,95 

A 4] 


P[73,869 < m < 78,131] = 0,95 


2. Un intervalle unilatéral à droite est de la forme (a. + el . 


cherche : 
EE, es S 
Pim Së eu ta aE 
L n 
f 
Pim > 76 - 1,753 


L 


t= [74,247 ; + co l 


3. Un intervalle unilatéral à gauche est de la forme: ]JO, b]. O 
cherche: 
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5 Sí 
Pins Ret À =1-a > 
Z 


< 76 + 1,753] = 0,95 > i 
|=]0 ; 77,753] 
4. Un intervalle dissymétrique avec oi = 0,05 et as = 0,01. 


El 
A 


PIX tay q 5 MEX + tas À] = 008 > 


A 


de - 1,153 <'m < 76 + 2,602 A = 094 > 


EN 


P[74,247 < m < 78,602] = 0,94 


de e, m-0s 


2 Lg E 5 SsT-€ 
Xay2 (15) X4-a/215) | 
eT 5 < NI. pus 

27,5 626 | 


P [872 < 0? < 38,33| = 0,95 


6. Nous avons: 


2 a A 
Lajgn=0 = <= 45,6 
2 240 

s(n=1) = - = 9,89 
Da. az ) 24:27 


A partir de la table de ia loi de x? , nous avons n-1=24 => 
DEE: y 
E 
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i 


Chapitre IN 


Les Tests d'Hypotheses 
Paramétriques 


Dans les chapitres précédents, nous avons expliqué comment. 
nous pouvons estimer les paramètres inconnus d'un modèle au 
moyen d'une statistique définie à partir de l'échantillon aléatoire . 


Dans le contexte d'un test d'hypothese paramétrique, on ne 
suppose pas que le paramètre est complètement inconnu mais 
gue Pon a, au départ, une certaine connaissance de la (ou des) 
valeur (s) du paramètre et l'on essaie d'en vérifier la véracité. 


Les tests d'hypotheses paramétriques sont de deux types: les 
tests d’hypothèses selon la méthode classique et les tests 
d'hypothèses selon la méthode bayesienne. 

Le problème consiste à choisir une de deux hypothèses H et 
Ba 
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Section Í - Erreur de première et seconde espèce 


Supposons que l'on veut tester les hypothèses 


Ho : 8 = 00 
H; : 6 + 8 


La décision va s'effectuer sur la base des résultats d'un 
échantillon. Deux types de décisions erronées, que l’on appellera 
erreur, peuvent être prises: S 

+ On appelle erreur de première espèce le fait de rejeter à 
tort l'hypothèse Ho. La probabilité correspondante à cette erreur 
est appelée risque de première espèce. a 

On écrit: 


a = Pfrejeter Ho / Ha est vraie) = P{decider H, /6 = Gol 


< On appelle erreur de seconde espèce le fait de rejeter à 
tort l'hypothèse H4. La probabilité correspondante est appelée 
risque de seconde espèce. S 
On écrit: 


B = Pirejeter H4 /Hy est vraie} = P{dé cider H /6 + 80) 


Pour visualiser l'analyse des 2 risques, il est recommandé de 
faire appel au tableau suivant : 
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Décision 


Bonne décision avec | Décision erronée: 
probabilité 1 - o erreur de première 
espèce avec 
probabilité o 

Bonne décision avec 
probabilité 

1-8. 


Décision erronée 
erreur de seconde 
espèce avec 

probabilité B 


Notons les définitions suivantes: 

+ Le niveau (ou seuil) de signification d'un test on appelle 
ainsi la probabilité de rejeter Ho quand elle est vraie, c'est donc le 
risque de première espèce. On note: 

a. : Niveau de signification du test = P {rejeter Hg Ho est vraie}. 


+ La puissance d'un test : On appelle ainsi la probabilité de 
rejeter Ha quand elle est fausse. On note: 
n : Puissance du test = P {rejeter HAH, est fausse} 


= 1 - P{ accepter HyH est fausse } =1 - B 


y= t-g 


+ La région critique d'un test C'est ia région de rejet de 
Phypothese Ho. 


P 
+ Courbe d'efficacité et courbe de puissance d'un test 
Nous aVons défini: 
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B = P{Décider Ho / H, est vraie}. 


Cette probabilité varie selon les valeurs que l’on peut donner 
au paramètre . Le graphique de f en fonction de ces différente 


valeurs du paramètre nous donne la courbe d'efficacité du test. 


Si nous traçons les valeurs (1 - B} en fonction des différente 


S 
valeurs du paramètre, nous obtenons la courbe de puissant 
d'un test. 


La puissance d'un test est une mesure de l'efficacité de ce 
test. Un test est considéré comme d'autant plus précis (par 
rapport à l'adéquation entre Ho et l'observation) que sa puissan 
est grande. Le test est donc d'autant plus précis que n es 


proche de l'unité. 


Section il - Construction d’un test d'hypothese et. 
choix du meilleur test: 


1! .1. Démarche a suivre pour construire un test 
d'hypothese 


1. Enoncer les hypothèses H et H; 
ll est à signaler que généralement nous avons les règles 
suivantes: 
4 + Ho est l'hypothèse à laquelle on croit le plus. 
LS 
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+ C'est l'hypothèse que l’on ne voudrait pas rejeter sans 

que nous ayons suffisamment d'évidence. 

2. Préciser la loi de la variable dans la population i | 

3. Spécifier la statistique utilisée et sa distribution. 

4. Calculer en fonction du risque de première espèce «a, la 
frontière de la région critique. 

5. Décider, au vu de la valeur prise, par la fonction 
discriminante dans l'échantillon particulier: 

+ Si la valeur observée à partir de l'échantillon appartient à la 
région critique, on rejette Ho; 

+ Dans ie cas contraire on décide cette hypothèse. 


1.2. Choix du meilleur test au niveau a 


a - Hypothèse simple contre hypothèse simpie 
Considérons le problème de test suivant ente deux hypothèses 


simples 
[Ho E: A Do 
(Hı: 62-81 


. 
Le meilleur test de, niveau o est celui qui possède la plus 
grande puissalce,. G'est-à-dire celui pour lequel (1 - B) est 


maximum. 


Va e 1, 0,1L le test de puissance maximum; est défini par la 
-2 KEE 


région critique NÉE. a 


- æ 
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C = Loc 31 i EAL a Za d 


LS E wn af G 


k est une constante déterminée en fonction de o. 


L 
Le rapport => est appelé rapport de vraisemblance . 
4 ' 


Ce test est souvent noté U. M. P ( Uniformely Most Powerful). ` 


b - Hypothèse simple contre hypothèse multiple: 
Supposons que nous voulons tester: 
Ho : 8 = Dn 
V "0 e 00 ; 
Il n'existe pas de test U.M.P valable a la fois pour 8 > Ge et 
© < Bo. 
On détermine par la méthode de Neymann et Pearson la 
région critique C du test 
| S k 7 Si où 0, est une vaieur fixée différente de 6g. 
Si C ne dépend pas de 64, alors ce test est uniformément le plus 


puissant. On note ce test U.P.P. (ou U.M.P.). 
Section HI - Tests paramétricues usuels 


Hi1. Test sur une moyenne m 


Nous supposons un test sur une moyenne m d'une population 


2 


de variance of connue au niveau a; lorsque cette population 
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est distribuée normalement, ou encore lorsque la taille n de 
l'échantillon est assez grande (n > 30). 


+ Statistique utilisée = ,, Nan 
GIJ 


+ Hypothèse nulle: Ho: m = mo 


Hypothese Alternatives Rejet de Ho si: 
> 0 
DIG Kees E X < Mo - Za + 
dn 
EEN, EE SS X > Mo + Za E 
n 
o 
E < mM Z DE 
| 0 oi? E 
H. mem > jou 


l> o 
E E Mo + Zaro Br 


dn 


où X est la moyenne de l'échantillon tiré et Z,, et Za Sont des 
valeurs de la loi normale centrée réduite définie par : 
ZI RZ E Za) = PINO, HE Ss 1-4 
Lujo CB Zoo) = PIRO < Zoo] = = 0012 
Remarques 
+ Sila population mere est normale et o n’est pas connue, on 


estime o par S et on utilise la loi de Student dans le cas où la 
taille d'échantillon n< 30. 


l'approkimation de la loi de Student par une loi normale. 


+ Sous les mêmes hypothèses et si n > 30 on utilise 
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en 


111.2. Test sur une proportion 


jer Cas : n > 30 S 
Supposons le cas d'un test sur une proportion p d'une 
population de Bernouilli lorsque la taille de l'échantillon est assez: 


E 


grande (n > 30). E 
+ Statistique utilisée: se = (B. gin GG N (0,1) 
Jpa 


n 


+ Hypothèse nulle : p = po 


Hypothèse Alternatives Rejet de Ho si: à 
H pe ET > F = P < Po- Za SS 
Hmm ---........... > Pu =P > Dot Zo 


Poq 
En © Po ` Lal2 d 2-0 


H: :M € Mo ¿ i où 
(Dodo 
e Fa > Po + Za de 
von 
Fa = p est la valeur observée à partir de léchantiion, Ze"? 


Za sont des valeurs de la loi N(0,1). 


2ème cas : n < 30. 


Supposons que l’on extrait d'une population donnée P «a 
hasard» un échantillon de taille n avec une remise. P est un: 
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population composée de 2 catégories d'individus C, et C; dont les 
proportions p et q = (1 - p) sont inconnues. 
Soit F, = p : la proportion de ceux qui possèdent le caractère 
C, dans l’échantilion. 
Soit X = K, = n.p = nombre de ceux qui possèdent le 
caractère C, dans l'échantillon. 
X > Bin, p) : loi Binomiale de paramètres n et p. 


Notre problème est de tester: 
[Ho : P = Po 
(Hi: pe P: 


Les inégalités d'acceptation s'écrivent dans ce cas: 
as $ PIKp, np] et as 2 P[K, > np] avec: 


a 
Ka + Dm, po) et ay = @2 = E 
Remarques: 
a- Test Unilatéral a gauche: 
Si œ; > 0 et a> = 0, on dit gue le test est unilatérai à 


gauche. Le test s'écrit dans ce cas: 
¡Ho : P = Po 
(H1: D < Po 
Les inégalités d'acceptation de Ho se réduisent à un seule: 
GE PIK, < np] 
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b - Test Unilatéral à droite : E 
Sia; = O et «> > 0, on dit que le test est unilatéral à droite. 
On teste dans ce cas: : 
Ne ¿P = Po 
(Hi: p > Po 
Les inégalités d'acceptation de Ho se réduisent à un seule: 
P[Kp 2 np] 202 


111.3 Test sur une différence de moyemnes : 
2 2 € 
Jer cas = 0% et o5 connues: 
Supposons un test sur la différence (m; - m2 ) des moyennes 


de deux populations de variance oi et E connues, au niveau 


o, lorsque ces populations sont normales, ou lorsque ces 
populations sont quelconques ein, > 30 et n: > 30. 


+ Statistique utilisée : 


+ Hypothèse nulle : Ho : m; - m2 =0 
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Hypothèse Alternatives Rejet de Ho si: 


Hi: Mi - Mo < 0 


Hi: Mi -m # 0 


où X, - X2= la différence observée des moyennes 


échantillonnales et Z,, et Zą/2 sont des valeurs de la loi N (0,1). 


2ème cas: Populations normale de variances o, et 05 


inconnues mais égales 
On applique le méme raisonnement que le premier cas, en 


remplaçant la loi normale par la loi de Student à n+ nz -2 d.d.L. 
1.065... 1. E 08) + (1m-18 

et - + par — ———— A 
n1 Ro D N4 ño ENS = 2 


Dans le cas où ie nombre de d.d.L est > 30, on utilise 


E > + 
l'approximation de la loi de Student pour loi normale 
$ 
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È cas: Variance o? et 62 inconnues et iné ales, avec n 
S 1 L 1 


et na grands: 


On procède comme on la fait dans le 1er cas, en appliquant la 


Si + 
loi de Student et en remplacent pra Se 
nı Da 


Dans le cas ou le nombre de d.d.L. est > 30, on peut utiliser 
l'approximation par une loi normale. 


4ème cas: Observations couplées provenant d'échantillons 


dépendants tirés de populations de variances Ei et 05 


inconnues. 
Soient X et Y deux variables observées sur la même 
population. mx et my les moyennes de ces 2 variables. 
D, Xn) 3 (Yi Yo... Ya) sont deux échantillons dépendants 
tirés de cette population. S 
Soit la variable D = X - Y. On suppose que D est distribuée 
normalement de moyenne mp et de variance inconnue o5 Oo 


cherche à tester si ces deux variables ont la même moyenne . 


Hypothèse nulle ` Mp = Mx - My = 0. 
Statistique utilisée : — = + T(n-1) 
D 
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Hypothèse Alternatives - Rejet de Ho si: 
E Rp + De la Be 
TE pa S DS. 5 
D< -ta S 
Hemp #0 "T T Jou 
[D> ta Sp 


ta €t Luz sont des valeurs de la loi de Student à (n -1) d.d.L. 


UL 4. Test sur une différence de proportions 
Pour n; > 30 et n: Z 20 tirés de 2 populations indépendantes, 
nous avons: 
(Pı - P2) - (Pı - P2) > N01) 


Y = 
pı (1 - p4) à Po (1 - po) 
n4 n2 


On applique le même raisonnement que pour un test sur une 
différence de moyenne, en remplaçant m, et m2 par Du etpa ; 


2 2 EE Cu E 
o O TE 1 RE n + No Da 
t 3 2 par Abde ( + ) où p = 1 Di 2 Pa 
WÉI no ns ño ni + Ro 


et Xy et X, par py et Po - 


IW .5. Test sur une variance 
Supposons que nous voulons tester: 
Ho : o? = % 
S 
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On applique la règle de décision suivante: 


2 2 
x x 59% Oo T2 Le 
Si S? e e AS on décide Ho 
n-1 n-1 
St? 0% Ya 


Die 


, ——| on décide H, 
À n-1 n-1 


Ce qui revient également à appliquer la règle de décision. 
suivante: S 


—1) S2 
A. im LE ah. née 
So 
— &2 
bi LE e (m4, to) on décide H, 
G 
0 


ur PH£(n-1 2 al ec? S a/2 


mo / PLé(n-1) > mo] = 0/2 


: EE 
+ Dans le cas d'un test unilatéral à droite; nous avons la règle. 
de décision suivante: S 
4 2 5% Zi x 
Si Sg ES , + œ| on décide Ho 
n 5 


Autrement, on rejette cette hypothèse 


tı / Pin- 2 m]=1-0a 
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+ Dans le cas d'un test unilatéral à gauche, nous avons la 
règle de décision suivante: 


ar 
05 T 
a Des + 2 | on décide Ho 


Autrement, on rejette cette hypothèse. 


mo / Plxé(n-1) > no] = a 


WG Test sur un rapport de variances: 


2 
0 
Supposons un test sur le rapport Es des variances de deux 
02 
populations normales au niveau a . 
o? 
Hypothèse nulle: Ho: G 1 
KI 
LEE e 
tatistique utilisée ` e + F (n¿-1,n2 - 1) 
ER / Oz E 
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Hypothèse Alternatives Rejet de Ho si: 
oi SW : 
Vie, EE EE SÉ > < M-a (m-1,n2 - 1) 
va S5 E 
ei sî 
à, A. se > => > Fa (m-1,no - D 
5 s2 
2 2 
SS : 
-7 < Fo/2 (4-1, pe: H 
o2 s5 H 
A 1 
Hı: SEH SE ER, ge ie E, OU 
HS s2 
+ > Fa/2 (m-1,n2 - 1) 
S5 


s? et s$ sont les variances empiriques estimées à partir des 


échantillons tirés et Fa , Fu/2 , Pio et F1-a/2 sont déterminés à 


partir de la loi de Fischer à (n;-1) et (n:-1) d.d.L. 
Section IV - Analyse de la variance 

C'esi une statistique utilisée pour comparer les moyennes de 
plus de deux populations. Elle tire son nom du fait qu'elle consiste 


á comparer la variation entre les diverses populations impliquées 
avec la variation à l'intérieur de chacune de ces populations. 
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{V. 1 Analyse de ia variance à un facteur 

Supposons qu'on est en présence de K populations dont on 
étudie une certaine variable X. On tire indépendamment un 
échantillon de taille n de chacune des K populations et on essaie 
de découvrir s’il y a un facteur qui peut expliquer ies variations 
constatées dans les observations obtenues. 

Le problème est donc de tester: 
Ho: Les K populations ont la même moyenne ` ma = M2=...= Mx 
H; : Les moyennes ne sont pas toutes égales. 


Nous représentons d'abord dans le tableau suivant les 
observations concernant ces échantillons. 


Popu chantillons 
-lation 


Avec: 
K = Nombre de populations échantillonnées 
X¡ =jeme observation dans le ième échantillon 
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X ¡=Moyenne de X obtenue à partir de l'échantillon avec X: = UG 
D 


X = Moyenne de X dans l'ensembie des k échantillons avec: 
k — 
DX 


= i=1 
k 


k 
n= Y n; : nombre total d'observations. 
i=1 E 


Une mesure de la variabilité de l'ensemble des échantillons est 


Si 


donnée par: 


SOT = Y Y (Xi - X)? = somme des carrés totale. 
i=1j=1 


Une mesure de la variabilité des moyennes des échantillon 
est donnée par: 


RK ES I 
SCF. = >> - X)? = X nS - X)? = somme des 
i=1j=1 izi 


carrées aüe au facteur. 


Une mesure de la variabilité à l'intérieur de chacun de 
échantillons est donnée par: 
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On vérifie que: S. C.T = S.C.F + S.C.E E 


hè PE I RNY 

1. Les différents échantillons sont indépendants. 

2. Chaque échantillon observé est considéré comme résultant 
gun tirage aléatoire uniforme indépendant de la sous population 
considèrée 

3. La variable X est distribuée normalement Nim, o) dans la 


population. 


Sous ces hypothèses, nous avons: 
SCF/(K-1) MCE 


= > F(K-1;n-K) 
SCE/(n-K) M.C.E 


Soit Fo = RAR = la valeur observée à partir des K 
S.C.E/{n -K) 
échantilions. 


Fa = la valeur déterminée à partir de la table de Fisher à (K-1) et 


(n - K) d. d.L et au niveau de risque g. 


Si Fo > Fø : On rejette Ho et on conclu que les k populations 
KE 

étudiées n'ont pas la même moyenne c'est-à-dire qu'il existe au 

moihs une moyenne différente des autres. 
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Fo < Pa  : On accepte Ho et on conclu que les k populations 


ont la même moyenne. 
Tableau de présentation des analyses de variance à 


un facteur 

ll est commode de présenter les différents éléments entrant 
dans l'analyse de la variance dans un tableau appelé tableau. 
d'analyse de la variance à un facteur et qui se présente sous la- 
forme suivante: 


Sources Somme Degré Moyenne Valeur | 
de des | de des observée | 
variation carrées liberté carrées Dour F | 
Facteur SCF= M.C.F= E 
(inter) ES ie à S.C.F 
Don - x) = | k-1 
k-1 
IEN 
$ E + | 
U 
H 
i=1 S } g | 
| | | MCF | 
| Ep =$ 
- | 0 "ME 
Erreur SCE- [MCE = : 
(intra) k m > | SCE 
VX eX | 
2 Z ij 1 ask n-k 
k ni S k rz | | 
Ka E pass i 
tit TA. | L 
EE EE | 
k n | n-i 
O - xP 
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1V.2. Analyse de la variance à deux facteurs 
Nous étudions dans ce cas une certaine variable X dans 

plusieurs populations. On essaie de découvrir si nous pouvons 

expliquer les variations de X par deux facteurs. 

Le premier tableau du paragraphe précèdent devient 


1 St tias es n Total Moyenne 


X; = jème observation dans le ième échantillon 


X; = moyenne des observations de la ième ligne 

X ¡= moyenne des observations de la jème colonne 

T; = total des observations de la ième ligne 

T;= total des observations de la jeme colonne 

Le deuxieme tableau du paragraphe précédent devient : 
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Tableau de présentation des analyses de la variance 
à 2 facteurs 


Sources Somme Degré Moyenne 
de des de des 
variation carrées liberté carrées 
Facteur 1 
(ligne) 


Facteur 2 
(colonne) 


Erreur 


(K TmT 


[Total es 
| K n Kä 
KEEN 


| i=1 j=1 | n K ra 1 f 
k | | 
SS Sx Z ES | 
S ij kn a 
ls i=1j=1 zer? Ee 
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MCF; er na 

p SS F[(k-1), (k-1) {n-i} 
MCF 

R GET > Fl(n-1),(k-1)(n-1)] 


Fio et Feo sont les valeurs observée à partir des échantillons tirés. 


On applique le même raisonnement et la même règle de 
décision que le paragraphe précédent. 


Remarque 
Nous pouvons aussi définir l'analyse de la variance à p facteurs, 
(p > 2) ; mais dans ce cas le recours à l'ordinateur est inévitable. 


Section Y - Tests d’hypothèse selon la méthode 
Bayesieninie 


Nous sommes toujours en présence du même problème. On 
cherche à choisir entre deux hypothèses Ho et H4. 
- Dans cette méthode; on affecte des probabilités à priori x et 
(l-z) aux deux hypothèses Ho et Y. ot des coûts relatifs 
Ca et Cg à chacune des erreurs possibles. 


Nous avons le tableau suivant: 


A 
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Coût d'erreur de décision Probabilités 
à priori 
| me 
Réalité Ho 0 
H 1 C B 


On définit la meilleure décision comme étant celle qui minimise 


Pespérance du coût de chaque décision. Les observations(X;, X3, 
…, Xp) étant utilisées pour préciser les probabilités à postériori de 
chaque hypothèse. 


Ces probabilités à postériori sont définies par: 
T E 
+ Lo + (i - mL; 
(1-7) Ly 
T Lo + (7 > T) L 


P(Ho) = 


P(H;) = 


Lo et L; sont les valeurs de la vraisemblance L en Ho et Hi 
respectivement . 


La connaissance ce ces probabilités permet de calculer les 
espérances mathématiques du coût de chacune des deux 
décisions. Soit E[C(H.)] et E[C(H:)] ces espérances. Nous avons: 

Cg (1-7) LA 
r Lo + (1 - L 

Ca TLo 
Tio + (1 - mL; 


Elite = O P(Ho) + CpPtH) = 


E[C(H1)] = Co P(Ho) + OPO): 
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On prendra la décision H4; si son coût moyen E[C(H:)Jest < à 


E[C(Ho)] = 
CaPlHo) < CgP(H,) — 


Cu t Lo < Cp (1 S Y) L; 


la 
R 
A 


L'inégalité Ge < K définit donc une région critique. 
1 
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Exercices 


Exercice n° 1 


Deux équipes A et B utilisent un grand nombre de sportifs. 
Soit X (respectivement Y) la variable aléatoire qui, à chaque 
joueur de l’équipe A (respectivement B), associe son âge exprimé 
en années. On suppose que X et Y sont distribuées normalement, 
de paramètres inconnus et de même variance. S 


Xe N (m,,0) et Y GG N (m,, 0) 


Un échantillon aléatoire de 21 personnes est choisi parmi les 
joueurs de chaque équipe. 
Pour la premiere équipe, on observe: 
21 
X =25 et J (Xi - X)? = 500 


a 


Pour la seconde équipe, on observe: 


K 


21 
V2 DI YE = 32 
El - 


Tester, au seuil de 5%, si les deux variables X et Y ont les mêmes. 
valeurs centrales. 
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Exercice n°2 


De nombreux consommateurs se sont plaints au sujet de 
boites de conserves contenant moins que les 600 grammes 
indiqués sur l'emballage. 

Soit X: la variable aléatoire qui associe à chaque boite son 
poids exprimé en grammes. X est supposée distribuée 
normalement. 


Sur un échantilion de taille n = 16, on observe: 
16 
X=555 et (X; - X)? = 84375 
i=1 


Pour quel risque de premiere espece «a peut-on accepter 
l'hypothèse: 
Ho: m = 600 grammes 
contre H,: m < 600 grammes 


Exercice n°3 


Un producteur cherche à vérifier le réglage de ses machines 
-en pesant les pièces produites. 

Le tirage d'un échantillon de 36 pièces devrait permettre de 
choisir entre les deux hypothèses extrêmes: 
E Ho: m = 20 correspondant a un bon régiage des machines 
contre H, : m = 24 correspondant à un mauvais réglage des 
S machines. 
SE 7 Es 
- En posant Xi : le poids de la ième piece , le fournisseur 
observe sur l'échantillon: 
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n n 

Y Xi = 828 et Y X? = 21879 

i=1 i=1 2 
1. Quel est l'intervalle d'acceptation de l'hypothèse Ho pour un 
risque de première espèce de 5%? 
2. Que peut - on en conclure? 
3. Calculer la puissance de ce test. 


Exercice n°4 


Dans une usine, le nombre de journées d'indisponibilité des 


ouvriers est une variable aléatoire normale X d aigus met de 


variance o? inconnues. 


Un échantillon de 36 ouvriers permet d'observer: 
36 36 
Y Xi = 414 et SX? = 6476. 


1. Tester au risque de première espèce de 5% l'hypothèse: 
Ho:m= 10 

contre H,:m=14. 

Calculer le risque de deuxième espèce. 

2. Tester au risque de première espèce de 5% l'hypothèse : — 
Ho : o? = 64 


contre H;y: o > 64. 


3. Tracer la courbe de puissance.. 
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Exercice n°5 


Une firme cherche à établir si la proportion de composantes 
électroniques acceptables est plus élevée chez un entrepreneur 
étranger (P4) que chez un fournisseur local (P3). 

L'observation réalisée sur un échantillon aléatoire extrait des 
livraisons de chaque fournisseur a permis de calculer: 

Pour l'entrepreneur étranger : n4 = 100 et F; = 0,9. 
Pour l'entrepreneur local : no = 80etF; = 0,7. 
F; est la proportion de composantes électroniques acceptables 
1,2 
Tester au niveau de signification de 1% lhypothèse: 
Ho : P1 = Pa 
contre H4 : p4 > Po 


Exercice n°6 


Une entreprise A met en boites une fameuse marque de 
céréale B. 
Le procédé de remplissage est ajusté de telle sorte que les boites 
remplies pèsent en moyenne 405 grammes, sinon le processus 
de rempiissage est arrêté. 
On a établi également que le poids des boites est aistribué 
normalement avec un écart-type de 8 grammes. 


1. Déterminer en fonction de la taille n de l'échantillon et du risque 
o de première espèce la région critique du test de l'hypothèse: 


S Ho: m = 400 grammes 
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contre Hı: m # 400 grammes. 
2. On suppose que le risque d'arrêter à tort le processus de 
remplissage est de 0,05. Lors d'un récent contrôle, on a obteny 
pour un échantillon de 16 boites, un poids moyen de 395 g. 

Doit - on , alors, poursuivre le remplissage? < 
3. Quelle est la probabilité de rejeter l'hypothèse Ho : m = 400 g 
alors qu'en réalité, le procédé opère à 394 g. S 
4. Tracer la courbe de puissance du test. 


Exercice n°7 


Soit (X4, Ra, ... , Xp) un échantillon aléatoire tiré d'une 
distribution de densité: i 
f(x p) = p* (1 po 
avec x e 40, f}etp e {0, 1) 


1. Chercher la meilleure région critique pour tester: 


Ho: p=05 
contre H,: p=1/3 
2. Soit 

Ho: p=1/20 


contre H. p>1/20 

Utiliser le théorème central limite pour déterminer la taille de 
l'échantillon tei que le test U.M.P. de H', contre H, admette une 
fonction de puissance k(p) vérifiant : S 


G a oo 
20 10 
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Exercice n°8 


Un hôpital décide de contrôler la qualité de l’un des 
médicaments dont il dispose en stock. ll cherche à vérifier si 90% 
des comprimés disponibles sont correctement dosés. II tire alors 
un échantillon de taille n = 100 et effectue le test suivant : 

[Ho :p = 0,9 

IH: p = 0,9 
1. Déterminer la région critique de ce test pour une erreur de 
première espèce de 5%. 
2. Sachant qu'il observe que 86 comprimés sur les 100 tirés 
contiennent la bonne dose, que peut-il conclure ? 
3. Tracer la courbe de puissance de ce test. 


Exercice n°9 


Une filature livre des peiotes de laines dont le poids moyen est 
supposé une variable normale de moyenne m est d'écart type © . 


Sur un échantillon de 72 pelotes, on observe: 


72 72 
Y Xi = 4050 et Y Xf = 228044 
Et i=1 


7. En supposant que m = 45 et 6? inconnue, tester au risque de 
première espèce de 10%, l'hypothèse 

Hg : 0% = 100 
contre Hy: o? e 120 


Calculer le risque de 2ème espèce. 
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2. En supposant que m et o? inconnues, tester au risque de. 


première espèce de 5% l'hypothèse: 
Ho : m=50 

contre H,:m # 50. 

3. Tracer la courbe de puissance. 


Exercice n°10 
Une usine produit des pièces de rechanges. On appelle X la. 
variable qui associe à chaque pièce son degré de résistance. On. 
suppose que X suit la loi normale N (m , o) . Un échantillon de 
26 pièces fournit les résultats suivants: 
26 
X = 150 et (Xi - X)? = 650 
i=1 
1. Peut-on accepter l'hypothèse: 
Ho: mi= 155 
contre H,:m<155 au risque o = 5% ? 
2. Peut-on accepter l'hypothèse: 
Ho : 6? = 20 


contre H,:0? % 20 aurisque o = 10% ? 


On décide de procéder à un nouveau réglage des machines: 
pour augmenter le degré de résistance des piéces. à 
On désigne par Y la variable qui associe à chaque pièce son. 
degré de résistance après modification du réglage des machines : 


et on suppose que Y suit la loi normale N (em o) . 


Un contrôle aléatoire, après ce réglage, sur 26 pièces fournit: — 
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26. 
Y = 160 et $ (Yi - Y)? = 624 
i=1 


Trouver un intervalle de confiance au seuil de 90% pour (m' ml. 
Exercice n°11 


Soit (X4, X2, ... , Xp) un échantillon aiéatoire prélevé dans la 


distribution normale N (m, o) . 


L On suppose que m = 5. 
1. Etablir la relation: 


n n 
EX- m? = XX -X + nm)? 
i=1 i=1 

2. Tester l'hypothèse: 


Ho: o? = 18 


contre H o^ > 18 pour un risque de première espèce a = 5% 


n 
sachant que X = 4,5 et 3 (X; - xy? = 170 etn= 11. 
Gi 


H. On suppose que m est inconnue. 

On adopte la règle de décision suivante concernant le même 
n 

test.:Ho est rejeté pour Y (X; - X)? > 287,766. 
i=1 

1. Calcuier le risque de première espèce correspondant. 

2. Tracer la courbe de puissance. 
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Exercice n°12 

Une personne cherche à se procurer des pièces obéissant à 
certaines normes de fabrication. 

Un fournisseur lui propose une grande quantité des pièces et 
affirme que la proportion p des pièces défectueuses est de 7 % 
seulement. 

Mais, l'acheteur craint que le lot proposé comporte en réalité 
12% des pièces défectueuses. 

Il extrait alors un échantillon de taille n du lot et appelle X le 
nombre de pièces défectueuses et teste les hypothèses: 

Ho:p = 7% 
i e : p = 12% 
1. On adopte la règle de décision suivante: 

Si X > 10%, on rejette le lot 

Si X <10% , on accepte le lot. Za 
Déterminer pour n = 100 les risques de première et de seconde ` 
espèce. Z 
2. Supposons que la règle de décision adoptée est la suivante: 7 

Si X >k, on rejette le lot 

Si X <k,on accepte le lot. 

Déterminer k dans le cas où a = $. 


Exercice n°13 


Soit X le nombre d'accidents de motos survenus. 
quotidiennement dans une ville donnée. X est une variable 
aléatoire discrète distribuée suivant une loi de Poisson d 
paramètre À inconnu. 
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Sur 8 jours choisis au hasard, on a totalisé 7 accidents. 
On veut choisir entre les deux hypothèses: 
Fo: 24. = 1,5 
Contre H 2.4 < 1,5 


1. Pour un risque de première espèce, a =15,5% , quelle est la 
règle de décision optimale. 

Quelle est la décision correspondante? 

2. Construire la courbe de puissance de ce test. 


Exercice n°14 


Le tableau ci-après recense sur 8 ans la production d'une firme 
agricole qui utilise 4 types d'engrais. On suppose que les 
productions sont normalement distribuées et que leurs variances 
sont égales. d 


Années | Engrais 1 Engrais 2 | Engrais 3 Engrais a | 
1 | 51 | SE 57 | 50 
EE ep ` Jr me 61 
3 ` 56 | 58 | 52 57 
4 | 52 | 61 | 60 65 

ES Le TORN 58 

S 6 EE | |. 8 | 

E EE L 28 
8 | 60 |. 46 


Tester au seuil de signification de 5% si les engrais ont le même 
effet sur la production. 
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Exercice n°15 

On considère un ensemble de 5 universités et 3 niveaux de 
diplôme. Le tableau ci - après fournit, en fonction de ces 2 
facteurs, les salaires horaires obtenus par les étudiants diplômés: 


Niveau de FAC 3 FAC 4 
diplôme 
16 14 


DEA 


Maîtrise 13 42 
DEUG 10 10 


1. Tester au seuil de signification de 5% si l'université d'origine. 
est un facteur de différenciation des premiers salaires . Se 
2. Tester au seuil de signification de 5% si le niveau de diplôme 
est un facteur de différenciation des premiers salaires. > 


Exercice n°16 

Łe tableau ci-dessous résume la performance de certain 
carburants sur le parcours maximum après le plein de véhicule 
routiers de même type. 


| Essence 1 655 
786 


660 


781 
545 
696 


Essence 2 
1 Essence 3 
Tosi 


En supposant que ces valeurs sont des réalisations 
variables normales de même variance, tester au niveau de 59 
les carburants ont même effet sur la consommation. 
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Exercice n°17 


On compare la durée de vie de 4 types de pneu (voir tableau). 
On suppose que la distribution des durées de vie (exprimées en 
mois) pour chacun des 4 types de pneu est normale et que leurs 
variances sont égales. 


Tester au niveau de signification de 5% lhypothèse que les 
trois types de pneu ont ia même durée de vie. 


Exercice n°18 


- On cherche à comparer leffet de ia corrosion sur les 
canalisations revétues par deux enduits différents: enduit A et 
lenduit B. 

` L'expérience consiste à enterrer 2 canalisations dans le même 
sol, l'une revêtue de Penduit A et autre de Penduit B, et à 
observer la profondeur supposée normaie des cavités creusées 
par la corrosion. 

Le tableau ci-après fournit selon les enduits utilisés les 


observations mesurées à partir de 15 couples de canalisations. 
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Enduit A 


Enduit B 51 41 43 41 47 

[D fate] 

Tester au risque de 5% si les enduits ont même effet sur la 
corrosion des canalisations. 


Exercice n° 19 


Le tableau ci-joint fournit le nombre de savonnettes vendues 
selon le type d'emballage E, E2 et E3 et selon la formule de 
composition chimique F4, F2, F3 et Fa. 


Emballage E, | Emballage E, | Emballage E, 
78 90 


Formule F, 


Formule F> 
Formule F; 
Formule F4 


1. Tester au seuil de signification de 5% si la formule de 
composition chimique constitue un facteur de différenciation pour 
les ventes de savonnettes. 
2. Tester au seuil de signification de 5% si l'emballage constitue 
un facteur de différenciation pour les ventes de savonnettes. 


Exercice n° 20 


On considère , dans une usine, 5 équipes d'ouvriers dont le 
rendement moyen détaillé par saison, est fournit dans le tableau 
ci-après: 
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Equipe 1 | Equipe 2 


Hiver 
Printemps 
Eté 
Automne 


1. Tester au niveau de signification de 5% si la saison forme un 
facteur de différenciation des rendements. 
2. Tester au seuil de signification de 1% si les équipes forment un 
facteur de différenciation des rendements. 


Exercice n°21 


Au moment de l'achat de l'assurance automobile, une 
compagnie propose à ses assurés une garantie complémentaire 
pour « assurance auto, radio-cassette» contre le vol, moyennant 
30 dinars et dont le coût de remplacement est de 400 dinars. 


L'expérience a montré que ce radio peut être volé avec une 
probabilité p, = 0,10 dans 70% des cas et une probabilité 


p»=0,05 dans 30% des cas . 


On interroge 25 possesseurs de ce radio, trois 7 entre eux 
indiquent qu'ils ont changé ce radio dans l'année. 


L'assuré a t-il intérêt à prendre cette garantie ? 


# 
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Exercice n°22 


Une entreprise désire lancer un nouveau produit sur le marché. 
Une étude a montré que ce produit n’est rentable que si au moins 
40% de ses clients achetaient ce produit. 


Le service commercial retient deux hypothèses: Ho selon 
laquelle 35% des clients achetaient ce produit s’il est mis en 
vente; et H, selon laquelle 50% des clients achetaient ce produit. 
Les probabilités a priori sont fixées à 0,3 et 0,7. Les coûts 
d'erreurs sont fixés respectivement à 100 U.M. et 50 U.M. 


On interroge 100 clients au hasard, 45 d’entre eux manifestent 
l'intention d'acheter le nouveau produit. 


Quelle hypothèse faut-il retenir? 
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Solutions Proposées 


Exercice n°1 


X= N(m,,6) ; Y GG N (my, 6) 


On cherche à tester : 


Ho : mx = My Ho : m 


=> 
H. : Mx # My Hi: my 


X 


Y 


- My # U 


Nous sommes en présence de deux populations normales de 


variances inconnues mais supposée: 


On accepte l'hypothèse Ho si: 


égales. 


E 


1,1, (M-1S 


` + (no -1)SÉ 


E E $ 
$; oi? CH SE 


+no -2 


Dans notre cas, nous avons: 
Se ES73 a 2,13] 
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On accepte l'hypothèse Ho c'est-à-dire que l’âge moyen des 
joueurs est supposé le même dans les deux équipes. 


Exercice n°2 


X > N m, 0) 
Ho: m = 600 
H, : m < 600 
Xom 
= p> T{n-1 = 15) 
S//n 
Y (% - X)? 
re E O — SE 
n-1 


o = P [Decider H; / Ho est vraie] 
La région critique est définie par: 


GJ, ,X) em /X<Bl Ss 
a=(*<B/m=60) => 


(X - 600)4  (B - 600)4| (B - 600) 4 
PRE <. — | => ta = === 
75 SEE 75 


+ 


D'où : B= 600 + 2 La 
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La règle de décision est: 
Décider H; Décider Ho 
Xobs B 


On accepte par conséquent Ho si X > B > 555 > B > 
600 + Ze < 555 > ty < - 2,4 
4 
d'où oz 1,5% environ (la valeur de a est déterminée à partir de 
la table de la loi de Student à 15 degres de liberté). 


Exercice n°3 
Supposons que X; est distribué normalement 
On cherche à tester: 
Ho mz 20 
n :m = 24 
X-m 


SI dn 
normale centrée roue, 
+ x? - nx? 
ms E 


— = 81 > S=9 
¿RA 


T(n -1 = 35) qui peut être approximé par une loi 


sS = 


7 


On décide H, pour (0%, e IA 


LAN PX- A-20 
1. 0,05 = PIX > A/ m = 20] = E > EB el- 
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PIN (0,1) < 


A 6] = 0,95 > ES = 1,65 — 


A = 22,475 — Intervalle d'acceptation de Ho est [0 ; 22,475] 


2% 828 
2. Xos = es Se = 23 


Régle de décision: 
on décider Ho on décider H, 


a 22,475 


Xop = 23 > 22,475, on décide H, c'est-à-dire l'hypothèse de 


mauvais réglage de la machine. 


3. La puissance du test est mesurée par: 


n =1-$6 = 1- PIX < 22,475 / m = 24] 


t- db SC. 1.02 = 0,8461 


/ 


Exercice n°4 a] 
On cherche à tester: 


1 Ho : m 10 
contre H;:m=14 


La région critique est définie par: C = loa, Ll er X> A} 
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X-m  (X-mj/n A l A Zeus 
EVE = dr” note EH T(n -1) qui peut être approximé 
par une loi normale centrée réduite. i 
S? =49 > S=7 


q= 0,05 = P[X > A / m = 10} 


A SR 
ell: 9 SE A Ba 108 
e CC 7 $] 7 


> À = 11,925 


Régle de décision: 
décider Ho décider H, 
Kai 11,925 


An 3 
OR sha 
36 


de journées d'indisponibilité est une variable normale de 


= 11,5 < 11,925 — on décide Ho: le nombre 


moyenne 10. 


Le risque ce seconde espèce est défin ar 
B= P (Decider Ha / H, est vrai] 


E E EE 
B= PIX < 11,925 / m=14]= 4 = A. E ie 170 
` í 
=1-P(Z< 1,78) = 3,75 %. 
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Ho : o? = 64 
contre H4 : o? > 64 
La région critique est définie par: 
6 = (50 - X)? > al 
i 


LX -X 
avec - S > x? (35) qui peut étre approximé par une 
o 


loi normale N(35, 70). 


E A Qu 

a= 0,05 Pli > = PIN (0,1) > -64 
64 64 70 
Za 

> PIN (0,11) < = 0,95 > 

| 70 

e 

64 4 a 

= HG ANR = 3123 
J70 
Régle de décision: 
décider Ho décider H, 


S -X5 3123 
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Or: 
(Xx = YX? - nX? = 1715 < 3123 > 
i i 

On décide Ho c'est-à-dire que o? = 64. 

3. n(V) = P{décider H,/H, est vraie} 


= Pr GE A = 1081 o 
1 


n(o?) 
n(64) = 0,05 
(3123) = 0,5 1 
Lim n(64) =1 
a? +00 
0.05 


Courbe de puissance 


Exercice n°5 


On cherche a tester: 
ee Pre ` leën 
Hi: p4 > Pa Hi: pi -p2 > 0 
n; Z 30 et n > 3 => 


ES 
E 
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F; -F2)_- (p1- 

(Fs 2). (ps p2) SoN 
Padi à Ss 
n4 n2 


(0, 1) 


Détermination de la région critique: 

Soit : 

CH nE, + nF N4P4 + Daf 

SR E e, MAA CR Den 
Dni + Da Du + No 180 

Sous Ho, nous avons: 


Z = ne EA N (0, 1) 
Ja GEES, 


1 na 


On calcule Zy bn al + D - 2,33. 0,0588 = 0,137 
1 2 


Ainsi si: 


décider Ho décider H, 
IP: -Fo jobs 0,137 


P-E, = 0,2 > 0,137 — on décide H, : la proportion des 
composantes électroniques est plus élevée chez l'entrepreneur 
étranger que chez le fournisseur local avec un risque d'erreur de 


1%. 
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Exercice n°6 


On cherche à tester: 
Ho : m = 400 
contre H. m < 400 
La région critique est définie par: 
C = Cy U Co = {X < Ci} u {X > co} 
X-m 
S//n 


1.5 = PÈ GT m = 400) = 


Avec : Z = 


= N (0,1) 


IX. C4 - C 
Be T dn ¿A NA) 3 d < ( 


ES A je E 


8 
Gu = 400 - 24ul2 
Jn 
fei 
SE E / m = 400) = 
- Co - 400, | 
D y de Eh | 
Co - 400 
G N h 
EE 


4 Ge 
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La région critique est définie par: 


f 
c = fx < aoo Egel u lx > 400 + en 
n An 


2. oss 0,05 > Zay = 1,96 


n=16 > dn = 4 
d'où: C = {x < 396,08} U {x > 403,92} 


on décide H, on décide H on décide H 
| 
403,92 


S 396,08 
Xobs = 395 e C — On décide H c'est-à-dire on arrête le 


remplissage. 


3. P[Décider H, / m = 394] 
= P¿X < 396,08 / m = 


dë Së 16 < 104) + d 


394) + PIX > 403,92 / m = 394} 


y 


a T 416 > 4,46) = 0,85 


4. n(m) = P{décider H./H, est vraie} 


z. de SS > Ñ 
di m = 596,68 - m ON 


416 < 
8 8 


Am Te 5 == -m is} 


CO 


pour m = 396,08 et m = 403,92 
n(400) = 0,05 
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gek e 


+4: 7 Se 


396 400 404 m 
Courbe de puissance 


Exercice n°7 


f(x p) = p* (0 - DI? 
te Hop =0:5 


1 
Hops En 
La meilleure région critique est détinie par: 
EN 
LOG: So Po) (2) 


LX: Xp, P1) DI Eë a 
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n 
Be ER k 
3 ck en Ans —— e K Z A 
Af Log 2 


La vaieur A se calcule à partir du risque œ de première espèce. 


2. Hs: p = 1/20 
H: p > 1/20 


La région critique est définie par: 


SE {Fa > A} 
Or Fa > N (p, P9) 
n 
1 
= PF, > Alp = 0,05! = k 1 => 
U [En p ] (5) 
F, — 0,05 A-0,05 
op: = Pa DES €. A00 E 
0,218 0,218 
> K a Jn = 1,65 > 
0.218 
KÉ 
OS qa $ 
an 
De plus ki A = 0,9 e P[F, > A / p = 0,1] = 0,9 => 
A SC ie 5e à 
0,3 
A-0 0,384 0,36 
= 
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n=221 


Exercice n°8 


Ho: p = 0,9 
H, ps 0,9 
Soit X; la v.a définie par: 
= (1 si le comprimé es correctement dosé 
SC? lo sinon 


1.X > B(1, p > Y Xi > Bin, p) . Commen < 100 


e 


> Rs 1 G NE a) 
n n 
La région critique est définie par: 
Ce Frs A UF < 8} 


se E E -09 A-0,9 
"9,025. = PF, > S 0,9] =P 4 c 


. 10 = 126 — A = 0,9588 


L 2 0,025 = PIF, < B/p = 0.9)=PI 
e 


vw 
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Régle de décision: 
décider H décider H décider H. 
Fa | 0,d412 0,b588 
obs 


2. Fa(obs) = 0,86 € [0,8412 0,9588] — on décide Ho : 90% 


des comprimés disponibles dans l'hôpital sont correctement 
dosés. 
3. 


n(p) = P[F, < 0,8412/H; est vraie] + P[F, > 0,9588 / H4 est vraie] 


R.K 8412 -P Du, pR K > 09588 -P A 
Vpq Vpa Joo Vpq 

> n(0,9) = P(Z < - 1,96) + P(Z > 1,96) = 0,05 

n (0,84) = n (0,96) = 0,5 


Lim N (p) = Limy (p)= 
p—0 pi 


mio) 


0,05 


0,84 0,9 0,96 1 D 
Courbe de puissance 
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Exercice n° 9 


On cherche à tester : 


Ho : o° = 100 


contre H, : o? = 120 


La région critique est définie par: 


GS d RAT € IR? SX; - m > al 
i ) 
YA - m? 


avec PASSER œ> y°(n=72) 


n > 30; on peut admetire l’approximation par une loi normale 


N (72, 4144) . 
E - my? 
Gr. S P 


La > = 10? = 100 

E i 

f 

= PIN 0, ) 10 - =01 > 
A Se) A NT 
PIN (0, 1 < 100 T CRT En 
+; {100 J12 
] 
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Règle de décision: 


décider H; A décider H; 
l l l 
EX; - m)%obs 8736 
i 
Nous avons: 


Y (Xim? = Y XF - 2m Y X;+nm? = 9344 > 8736; on 
i i 


décide H, c'est-à-dire l'hypothèse de variance o? = 120. 


B = P [décider HO / H1 est vraie ] 


SX - my? | 


PR ne che ee APO 
o? o? 


il 


L 


PIN (0, 1) < 0,066] = 0,5279 


il 


2. On cherche à tester: 
Ho : m = 50 
Hom = 50 
Hair X 1 
KC = E < Bu {X> Aj 
m est inconnu — : 


E dn > T(71) qui peut étre 
Sin S 


approximé par une loi normale. 
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y 
o 
1 
To 


Re 


Lie.) 72 =-1,96 => B= 49,58 


~ 


S = 0,025 = wë SS E 23) 472] > 


1, 


2 4/72 = 1,96 > A = 50,41 
Regle de décision: 


décider H, décider Ha décider H, 
| | 3 


Xole 49,58 50,41 
X= m = 56,25 — on décide H, : le poids moyen des 
pelotes est différent de 50. 

[X 7 E 

X-m r B- 1 [X am. E A-m 
ním) = ns Jn < Gi SCH PE sé $ 5 U 


-PÍN (o n< Se TO 1 > "Pl 


n (50) = 

n (49,58) = n (50,41) = 0,5 
Lim n{m)= 1 

pote 
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49,58 50 50,41 a im 
Courbe de puissance 
Exercice n° 10 


X > N (m, 9) 
o estinconnu et n = 26 > SE pb T(n-1) 
Sin 
1. On cherche à tester : 
Ros m= 185 
Hom 15 
a = 005 = PC) 426 <A- 155] > À - 155=- 1,706 5 
+26 
A = 153,294 
Régle de décision: 
décider H. décider H. 
Esc | 
Kg 153,294 
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X = 150 — on décide H : le degré moyen de résistance des 
pièces de rechange est inférieur à 155. 
2: 


Hp : 6? = 20 
Ha: o? + 20 
La région critique est définie par: 


e GE z > el L Xe e E d 


| E 


Y (Xx - X)? 
a 

| (X ES | 
menase Pra B 2 = 37,65 > B = 753 
2 | 20 20 20 

L | 

p (X-X)? 1 

Lama pia Le Ad, he T 
2 20 a 20 


Règle de decision: 
décider H décider H; décider H 
Es | i 
SEX 22 obs 282,2 753 
| 


Or (Nu. - X2=650 = on décide Ho: la variance dans cette 
i ) 
i š 


population est égale à 20. 
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(0-05 (891 E 
\ 2n-2 Yn 
On peut donc admettre l'approximation par une loi normale 
centrée réduite. 
L'intervalle de confiance s'écrit: 


[ | À. He 
7 BEE ET 


E 


| 2 2 
TT Im T (Sy +SY) 12 
SN E E IE x Y d WER: 
L ) 0/2 Y On =? n 


| 1274 EN 
< ER 


Pa 165 Ja - M 
i 50 V13 
Agote [122 111-005 
Y 50 NI] 
mem ef-1281; - 7,69] 


Exercice n°11 


O N ma) 


Cep = Ni - À + méi 
i 
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2. On cherche a tester: 
Ho : o? = 18 


H,:0? > 18 


] 
La région critique est: C = Un -wW s A? 
i j 


X (Xi - m)? 


et < e gat 
O 
[Y (G-m? g | 
«= 005 = pli 5 A 0? =18| = mëng > Ta 
H g e i 18 
i | 
A 
= —=1968 > A = 354,24 
18 
Règle de décision: 
décider H, cécider H, 
| | i 
EX obs 354,24 
i 


N mie 170+11(0,5)? =17275 -> on décide Ha: la 
4 
$ 


variance dans la population est égale à 18. 
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Y - X)? 


IL m est inconnue > e > x°(n-1) 
o 


1. a = Placcepter H./H, est vraie]. 


= 


PIS (Xx, -X)? > 287,766/ 0? =18 


il 


= P(2(10) > 15,99] = 10% 


2. n(o?) = P[décider HAH, est vraie] 
ls 06-92 2x6! 287,766 
E | 1 , e S. , 
e zm P Dt, e 
Li o o o 


287,766 


O 


= 934 e o = 30,8 


18 30,8 oi 
Courbe de puissance 
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H o 
Exercice n°12 


On cherche à tester : 
[Ho : p = 7% 
Hop 18% 


La région critique est définie par: C = {Fp > A} 


E, — 0,07 À = Dä, 2 
a = P[F > A/p = 007] = PRET 10 > ——— l 


GS. ~ 0,255 


PIN (0,1) > 1,18] = 11,9% 


Ve = Sr E Y A A 
B= PF Apps. ER] zB re 10 < SES 10 


BEERE A - 0,12 | 


= P[N (0,1) < - 0,62] = 26,76 % 


T k - 0,12 
a=b e —— u E o e 
0,255 0,325 


0,58 k = 0,0535 — k = 9,2% 
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Exercice n° 13 


A < K as Lo 
Pour déterminer la région critique , on calcule —- 


1 
LX 
no RK 
II Xi! 
i Xi 
Lo _ i E T RIE Le a 
L; Oh À 
nl A Ay E 
IH) L 
i 
hand 
n (à4 - ào) + Y x; Log ES e 1 
i d An 7 
Log E > 0 puisque de > 1 > 
An Ay 
SX < C La région critique est définie par: 
O L d 
L ; ¡ 
l 
as PEA. R E 15| = 0,155 
LI 3 
8 
ee > Xi > P(12) (les X; sont supposées indépendantes) 
Li 


0,155=P(Z<C) = C=8 
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Règle de décision: 
décider H, décider H.. 
1 
LA be ) 8 


i obs 


On observe AS = 7 — on décide H;. Le nombre d'accident 


quotidien est inférieur à 1,5. 
2. Les différentes valeurs de À appartenant à l'hypothèse H;., on 
a les vaieurs suivantes de la puissance du test. 


vd 
II 
Wu 
E 
Te Z Z SEET GE 
(en) 
yui o 


| af: 
E 75 | 0,5 | 0,25 
nA) ouer 0,232 [0.3329 | 0,5925 3 | 9 
1 


G R ve 


Courbe de puissance 
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Exercice n°14 

Nous sommes devant un problème d'analyse de la variance à 
un facteur: type d'engrais. 

On cherche à tester: 

Ho: m, = m = Ma = m; : les productions moyennes sont 
égales quelque soit le type d'engrais utilisé. 

H, : ces productions ne sont pas toutes égales c’est-à-dire 
qu'il existe au moins une production moyenne différente des 
autres. 

Nous avons k = 4 et n = 8 x 4 = 32 
En utilisant la terminologie décrite dans les éléments de cours, 
nous pouvons résumer les observations dans le tableau suivant: 


Engrais 


Engrais 1 
| Engrais 2 

Engrais 3 
| Engrais 4 
| 


SES C Ga. SÉ = 726 


On résume , dans le tableau suivant, les différents éléments 


entrant dans l'analyse de la variance: 
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Tableau d'analyse de la variance à un facteur 


Source de | Somme des | Degré de Moyenne Valeur 
variation carrés | liberté des carrés | observée 
| pour F 
Facteur | SCF-112| k1=3 | MCF= | 
(inter) 37,33 
de BESSE 
e + d 
Erreur SCE = 726 n-k = 28 MCE = | 
(intra) | 25,932 


SCT=838 | n-1=31 | | | 


Fa / PIF (8,28) > Fol=1-0 = 0,95 > Fg=295 
Fo < Fa 


Decision: 


On accepte l'hypothèse H, c'est-à-dire hypothèse que les 


moyennes de productions sont les mêmes quelque soit le type 


d'engrais. 


Exercice n° 15 


ii sagit dun problème d'analyse de la variance a 2 facteurs: 


université d’origine et le niveau du dipióme. 


En utlisant la términologie décrite en éléments du cours, on 


peut régumer les observations obtenues dans le tableau suivant: 
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du 
Diplôme 
DEA 
Maîtrise 
DEUG 

Total T; 


Moyenne X 


+16+4+4+25+4+41+4+16 +16 + 16 + 16 + 36 
= 3134 - 2940 = 194 


= — = 20 

k-1 2 
F 5 

MCF, = © ins 
n-1 7 

A 
VE BCE Se: 
(k-1)n-1) 8 2 
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Nous avons le tableau suivant: 


Tableau d'analyse de la variance à deux facteurs 


Source de | Somme des | Degré de Moyenne Valeur 


variation | carrés liberté des carrés observée 


pour F 


Facteur 1 
(ligne) 
Facteur 2 


(colonne) 


ae 


E Total 


1. On cherche a tester : 


Ho : le niveau de diplôme est un facteur de différenciation 
des premiers salaires. 

H, : le niveau de diplôme n'est pas un facteur de 
différenciation des premiers salaires 


R< et + Fk-1): (k-1)n-1} 


Fo > Ba 


> Le diplôme est un facteur de différenciaion des premiers 
> 
salaires. 
5 
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2. On cherche à tester : 
Ho : l’université d'origine est un facteur de différenciation 
des premiers salaires. 
H; : l'université d'origine n’est pas un facteur de 
différenciation des premiers salaires. 
MCE 
K > ee O Fln-1); (k-1n-1)] 
Fr F(48) > Fo05(4 8) = 3,84 


Fco > Fa 


=> La faculté est aussi un facteur de différenciation des premiers 


salaires. 


Exeréice 


I s’agit d'un problème d'analyse de la variance à un facteur. 


On cherche à tester : 
“Ho: les carburants ont même effet sur la consommation. 


H. : les carburants n’ont pas le même effet sur 
la consommation. 
On procède de la même manière que l'exercice IV .14 , nous 
avons les résultats suivants: 
Xy = 697 ; Xə = 721; Xg = 582, X = 668 et k=3: 
4205 + 19663 + 44376 15 
Fobs = 309924 12 
MCF 
"- MCE 


w 
KU 
LP 


œ F(215) > 


PARTIE SOLUTIONS 


CHAPITRE IV - LES TESTS D'HYPOTHESES PARAMETRIQUES PAGE 235 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


Pa = F ga 15) = 3,68 
Fobs < Fa — on décide l'hypothèse Ho c'est-à-dire l'hypothèse 


qu'il n'y pas une différence significative entre ces carburants. 
Exercice n°17 


ll s'agit aussi d'un problème d'analyse de la variance à un 
facteur. 


On cherche à tester : 
Ho : les pneus ont la même durée de vie. 


H- : les pneus n'ont pas la même durée de vie. 


On vérifie que: 


A = Xi = 23,6 
B = Xə = 40,8 
C = Za = 28,8 
D = X4 = 16,6 
et X = 27,45 
Frs = eg > = 3,42 > Foos (3,116) = 3,24 


On rejette l'hypothèse Ho c'est-à-dire l'hypothèse que les 
pneus ont la méme gurée de vie. 


> 
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Exercice n°18 


Il s'agit d'un problème d'observations couplées provenant 


d'échantillons dépendants. 


Soit D=A-B 
D=+22;+2;:+4+12:+11:+15 + 28; - 5; +8; +4; - 1; 
-10;:-2;:+5;:+7. 


YD; = 100 ; Ti 8. D= 12 = 


s2 = Sp = 10 
n-1 14 D 
TE 
Fa E La TA 
ST 
On cherche à tester: 
Ho: Hp = Ha - Hg = 0 
contre Hu pn = Ha - Hg # 0 
On calcule : 
taa Pin) < ta) = E =:095 => 
tejo =. 2,14 


tajo Sp a E S 


Régle de décision 


Si: on décide H, on décide H- on décide H 
St | I | 
21,4 


Do EE 
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Décision: 


D =6,66 > on décide H, . Les enduits ont même effet sur la 


corrision des canalisations. 
Exercice n°19 

Il s'agit une autre fois d’un problème d'analyse de la variance à 
deux facteurs: type d'emballage des savonettes et formule de 


composition chimique . 


Les éléments entrant dans l’anaiyse de la variance sont 
résumés dans les deux tableaux suivants : 


Tableau 1 


Emballage Moyenne | 


omposition 


‘Formule F; 7 78 90 
Formule F> 82 82 85 
Formule F3 3 81 91 
Formule Fa 88 | 83 90 

ett, | 50 | 4 358 | 

Moyenne X j | | | 


ro 
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Tableau 2 - Tableau d'analyse de la variance à deux facteurs 
Source de | Somme des | Degré de Moyenne Valeur 
variation carrés | liberté | des carrés | observée 


Facteur 1 SOF 24 
(ligne) 


(colonne) 


| e 

Facteur2 | SCF; = 128 | = 2=64 | Fo, 
| 
— 


Erreur | SCE=38 7 [MCE = 193 
"Total | SCT = 190 E 


MCF, 
di P = MCE > BABS, 6) > F 0,05 (3 6) = 4,7 
Fo < Fa = Foos(3. 6) 


-> la formule chimique n'est pas un facteur de différenciation: 


pour les ventes de savonnettes. 


MCF; p: 
2: T E > F(2,6) > Pagola 6) = 5.14 
Eco 2 Fa = Eso tZ 6) 


— l'emballage est un facteur de différenciation pour la vente des ` 
savonnettes. 
Exercice n°20 


Il s'agit , une autre fois, d’un problème d'analyse de la variance 2 
à 2 facteurs: appartenance à l'équipe et saison. 
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Nous résumons les éléments entrant dans l'analyse de la 
variance dans les deux tableaux ci-dessous: 


Tableau 1 


Equipe 


40 
35 | 
30 | 
| 
| 


25 
130 | 137 
32,5 LAPS 


136 | 129 | 
34 | 32.25 


Tableau 2 - Tableau d'analyse de la variance a deux facteurs 


Source de | Somme des | Degré de l Moyenne | Valeur 
variation | carrés | liberté | des carrés | observée 
| i | pour F 
Facteurt | SCF= | 3 | Wës [8,07 | 
(ligne) | 195,6 e 2 i 
Facteur 2 | SCF; = 46,3 4 | MCFa= |Fo=0, 
{colonne} Km SA] 


12 | MCE=90 | 
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Ar F6, 12) >F, Ejo A = 
Flo < F4 > la Saison n'est pas un facteur de différenciation 


des rendements des ouvriers. 


Er F(4, 12 > F = 5,41 > 


0,01 


Fco < Foo; — l'appartenance à l’équipe n'est pas un facteur de 


différenciation des rendements des ouvriers . 
Exercice n° 21 


I s’agit d'un test d'hypotheses selon la méthode Bayesienne. 
L'assuré a le choix entre deux décisions: 

Do : prendre la garantie 

D; : ne pas prendre la garantie 


Les conditions du test sont résumées dans le tabieau suivant: 
| Probabilité à 


Do: prendre la D;: ne pas 


garantie | prendre ia priori 
Hop=0,10 | 30 T 40 0,7 
| 30 20 0,3 


A chaque voiture de l'échantillon, nous pouvons associer la 
variable aléatoire: 
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Ea fi s'il y a vol avec probabilité p 
un [0 sinon avec probabilité (1 - p) 


X; est donc distribuée suivant une loi de Bernouilli de paramètres 
1 etp. 


La fonction de vraisemblance est donnée par: 


25 25 
S X 25-5 Xi 
D Xas as Zu D e SC D À 


Les espérances à postériori des coûts sont données par: 
E[C(Do)] = 30 po + 30 D: 
E[C(D:)] = 40 po + 20 p; 
Po et D sont les probabilités à posteriori de Ho et H; 
respectivement. 


L'assuré décide de prendre la garantie si: 
E[C(Do)] < E[C(D:); 
-> 30 Po + 30 pı < 40 po + 20 p: 
— _ 10p:< 10 Po 
10 nil < 10 zolo 
> 0 < Ze 


SR 2853 Xi EN 25—S % 


> 3(005)1 (0,95) © <7({01)i (09) 1 
>  Yx,> 0,63 
i 


ES 


3 
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URS 


25 
Les x; e IN , on décide de prendre la garantie si Aw T 
i=A 


Dans notre cas, nous avons Kë =3— l'assurée a intérêt à 


prendre cette garantie complémentaire . 


Exercice n°22 


Pour ce problème, nous pouvons calculer les probabilités à 
postériori à partir de ia table de distribution binomiale cumulée 
donnée en annexe. 


Probabilité à | Vraisemblnace | Probabilités 
priori x; P(X=45/n=100, jointes 
P[X=45] x; 


0,3 


0,7 


A A PRES 


Le rapport des probabilites a postériori est: 


a HES — Ai 
P(Ho) 0,08 


L'hypothèse H, et 11,5 fois plus probable (a postériori) que 
l'hypothèse Ho . Le responsable retiendra propablement H4. 
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Le tableau des coûts relatifs aux erreurs est: 


SES 
100U.M. | 0,08 


Décision Probabilité : 
| —+< posteriori 
| 
| 


0,92 


Les coûts espérés relatifs aux erreurs sont: 
E [C (Ho)] = 0 + 50 x 0,92 = 46 UM 
E [C (H,)] =100 x 0,08 +0 =8 UM 


On retient l'hypothèse H, selon laquelle 50% des clients 
potentiels acheteraient le nouveau produit s'il est mis en vente. 


Remarque: 
On arive a la méme conclusion en utilisant : 


+ le rapport des chances selon ¡acuelle on rejette Ho si: 


pra. C 
S 
H A Cg 
0,92 C 109 
soit Ne AS ED 
9,08 Cp 59 


+ le rapport de vraisemblance : 


A (Ro? 
0,0487 _ 48 > {Ho} Ca 0,3. 100 


= 48 Lo = 0,85 
0,01 SIH, Ca 0,7 . 50 
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Il. Les probabilités à priori sont: my = 0,7 et t4 = 0,7 > les 


probabilités à postériori sont 32,7% et 67,28% — 
E [C (Ho)] = 33,644 UM 
E [C (H:)] = 32,710 UM 


On retient aussi l'hypothèse H;. 
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Chapitre Y 


Les Tests non Paramétriques 


Section |! - Le Test de Khi-Deux 
Section il - Le Test de signe 
Section lll - Le Test de Rang 


Section IV - Le Tesi des séquences 


Exercices 


D 


Solutions Proposees 
t 


Page 


261 


270 
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Chapitre U 


Les Tests Non Paramétriques 


Dans ce chapitre, nous allons examiner comment nous 
pouvons construire un test sur la distribution d'une certaine 
variable X, sur les relations de cette variable avec d'autres ou sur 
la nature de l'échantillon. 


Section i - Le test de KHi DEUX y? 


1.1. Le test d'ajustement 


ns, dans une populaucr une certaine variable X 


dont on ne connaît pas la nature ce sa distribution. On tire un 


échantillon aléatoire de cette population et l'on se demande si 


nous pouvons accepter ou non que l'échantillon obtenu se 
conforme tout à fait à une distribution particulière spécifiée. 


45 
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Les hypothèses du modèle sont donc: 
H. = La distribution observée est tirée d'une population mère 
caractérisée par une distribution théorique f(x, 8) où 8 est un 
paramètre connu ou inconnu. 
H, = La distribution de la population n'est pas la distribution f(x, 8 ). 
Le prélèvement de léchantilon permettra ultérieurement 
d'accepter ou de rejeter H, avec un risque d'erreur o, 


On démontre que : 
E (mn; - np)? 
n Pi 
k = nombre de classes dans la distribution des fréquences 
(ou nombre de modalités dans le cas de variable discrète). 


1 dk - 1-1) 


I = nombre de paramètres inconnus. 
pi = probabilité théorique de la classe i. 
n p;= effectifs théorique de la classe i. 


Regle de décision 
+ Soit œ le niveau de risque accepté. 
Le seuil critique Y est donné tel que: 
> 10 1 0 
+ Soit x? la statistique calculée à partir de ‘échantillon : 
Si x < + : on accepte l'hypothèse Ho 


Si xE > e : on rejette l'hypothèse Ho 
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+ S'il existe un ou plusieurs effectifs théoriques np; < 5, on 
effectue des regroupements. 
+ Les probabilités théoriques sont données par: 
pi = P (X = XT Ho) si X est une v. a discrète. 
i 
ps P (eu € X ee Hds $ f(x, 8) dx si X est une v.a. 
8i-1 
continue de densité f(x, 6) ,(et ei; et e; représentant les bornes de 
la classe correspondante). 
+ La somme des écarts 2 (n; - np;) est nulle. 
i 


+ La taille de l'échantillon n doit être suffisamment grande 
(n > 30) pour que: 
2 (n; - np;) 


S — suive approximativement une loi de a? à k +- 
n Di 


1 degrés de liberté. 


1.2. Le test d'indépendance: Les tableaux 
de contingence 


On considère deux variables X et Y dans une même 
population. La question est de savoir si ces deux variables sont 
indépendantes ou liées. Le test de y? permet de répondre à 
cette question. 

Les hypothèses à considérer se notent : 

Ho: Les deux variables X et Y étudiées dans cette population sont 


indépendantes. 
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H, : Les deux variables X et Y sont dépendantes. 


Pour effectuer ce test, on tire un échantillon de taille n de cette 


population. On compare les fréquences observées Du associées 
aux différentes couples de modalités de X et Y avec les 


fréquences théoriques espérées nj; . 


Les différentes modalités de X et les différentes modalités de 


Y sont regroupées 


contingence. 


Z 


dans” un tableau appelé tableau de 


Tableau de contingence 


Yr 


Y| y Ya |... y; Le ni 
e | 
+ SF S 
Xi Da M2 © | Nij : E n, 
e E 
X2 | Na Mn | Da S Dore A CM 
> S KEN 7 
: | : | S | 
E A E ¿ML el 
Xi | Mis ni2 | | Ni re Dir | Ni. 
| | | : SL 
Xk | WS Dr | | | Vr Nk, 
D EE No | .. | n n 
$ H 


e 


a, = nombre d'individus pour lesquels KR Et Y 


a, = nombre total d'individus pour lesquels X = x; 


n¡= nombre total d'individus pour lesquels Y = y; 


Par analogie à cette présentation, on note: 
P;=P[(xX= x) © (y = vO) 


Pi = BER eh 
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= P[Y = y] 


Ainsi, les hypothèses du test peuvent être formulées comme 
suit: 
Ho : Pij = DD Y ietj 
F Z Pi = pr pa au moins pour un couple (i, j} 


Les effectifs théoriques s'obtiennent en utilisant les 
probabilités marginales quon estime par les fréquences 
observées f; et fj. 

On a donc : 


EH 


On est donc en présence de deux distributions: l’une empirique 
et l’autre théorique dont on cherche l'adéquation. On utilise la 
statistique: 


(nij - ni)” 
er 2, Ai 


Sous les hypothèses que: 


H, : Les kx r observations sont indecencantes; 


Ho: La taille n de Péchantilion est suffisamment grande {n > 30) : 
Ha : Les fréquences ny sont suffisamment grandes (nj > 5). 


Nous avons 
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Règle de décision: 
k b (n; - ni)? 
Soit xé = Y) Y———1— = la statistique calculée à partir 
ii Mi 
de l'échantillon 
tad PO Uk - IE ls 28) sl añ 
Si YZ < x2 on accepte l'hypothèse Ho 


Si A > Xa On rejette hypothèse Ho. 
1.3 Le test de comparaison de plusieurs proportions: 


Le test de x? peut servir pour comparer plusieurs proportions. 


On distingue deux cas. 


1.3.1 Cas d’une variable binomiale : 

Supposons que l'on est en présence de K populations, dont on 
cherche à comparer les proportions p:. p2 ..., px des unités 
possédant un certain caractère C. 

On cherche à tester: 

HG Da = Das = Pk 
contre H,:Ces K proportions ne sont pas toutes égales. 


Les observations concernant les différentes populations sont 
résumées dans le tableau suivant: 
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Modalités | Nombre de ceux | Nombre de ceux 
qui ont le qui n’ont pas ie 
Echantillon caractere C caractere C 


Ma 


naz 


Comme dans le cas d'un test d'indépendance, pour éprouver 
l'hypothèse d'égalité des proportions, on compare les fréquences 


observées avec les fréquences théoriques espérées lorsque Ho 
est vraie . 


us cette hypothèse, nous pouvons supposer que les k 
échantillons viennent d'une même population de paramètre 
a > La re 

inconñu pe On estime p par D avec: 


k 
Za 
pe A SE E CE T na 
PP ua Se "E f n 


Les fréquences théoriques esperées sont données par: 


e ee keti=1,2 avec 
Mi = ni D dE Kies J; ENAS A k 
Ri = < Eto p 3 Yi= E R 
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Lorsque les échantillons sont indépendants de taille > 30 et 


lorsque les fréquences espères mu > 5, nous avons ` IEN 
k 2 (m5 - 1 S 
1 u 
NE ne LK 1) (r-1)] 
Erja ` TH 
Commer=2 > i 
k- 2 In; - K 2 sa 
LLE o nn) E 
i=1 bi Nij E 
e ré 


Règle de décision: 
On applique la même règie de décision que dans les 
paragraphes précédents c'est-a-dire si: 


< ES : on accepte Ho. 


> E : on rejette Ho. 


i. 3.2. Cas d'une variable multinomiale 
On applique le même raisonnement que dans le cas d'une 
variable binomiale. 


Le tatisau des observations su présente sous la forme 


suivante: 
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Ma 1 i M l) ; 
pr sek | l 
P pu | Ne | | Mij ; | Mix nm, 
D N2; | N22 1 Na ; 1 Da " Ha 
- i + 4 — : 
7 | | ME S 
2 L 

Fu He | HS | | Nij fk n, 

T 2 

į 1 
à | 


ny = nombre de ceux qui possèdent la modalité j dans la 


population i. 
n; = taille de Péchantillon i. 
n,= nombre tota! de ceux qui possède le caractère j. 


Soit p,= la vraie proportion des individus de la population i 
ayant le caractère €. , on cherche à tester: 
Ho pa =Pa= hs et eo 
contre: H,: Ces proportions ne sont pas toutes égales. 


L'indicateur de siiférence entre les effectifs empiriques et les 


effectifs théoriques est: 


e D ah 2 
y (Bi Mi) 
= FR 
di La 
Giel id 


Sous les mémes hypotheses que dans le paragraphe précédent, 


cette augntité est distribuée suivant une loi de y? Im 1) (h-1)] . 
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On applique le même raisonnement que précédemment pour 
déterminer la région critique . 


Section Il - Le test de signe 


Le test du signe s’applique dans le cas où la distribution de ¡a 
population est symétrique. 

On cherche à tester: 

Ho : H = Ho 

contre H1:u > Lo 
ouu < Hp QU H # uo. 

Pour effectuer ce test, on remplace chaque valeur de 
l'échantillon plus grande que ue par (+), chaque valeur plus 
petite que ug par (-) et on laisse tomber les valeurs de 


l'échantillon égales à Lo . 


Les hypothèses du test peuvent être formulées ainsi: 


Règle de décision 
Pour n < 36, on utilise la loi Binomiale et nous avons la règle 
de décision suivante : 
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Ç 1 g 
Si: H: D< z S rejet de Ho Si Van < Yer 
A 1 Ñ ; y 
SE Hips S EE E E Yaa l 
à 1 
Si Hp e rico rejet de Hi Yon< Yo Keng 


Y est une variable binomiale de paramètre n - nombre 


d'observations pour lesquelles u = ua etp = t (sous Hp) - 
Yat BRIX > Ye Hol < o 


dans le cas d'un test unilatéral à droite. 


P [Y 


IA 


Kë / Ho] 
et 


SES 


IA 


lA 
DIR NIR 


Ya / Ho] 


dans le cas d'un test bilatéral. 
Section HE - Test de Rang 


Supposons que nous sommes en présence de deux 
populations dont on ire deux échantillons de taille n, et n2 
respectivement. On cherche à tester les hypothèses: 

Ho : les deux échantillons proviennent de populations identiques. 
H, : les deux échantillons proviennent de populations différentes. 


Soient: z 


H, : lå somme des rangs du premier échantiion: 
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ny (ns +1 
U = nng + MOD 


Sous Ho , U est une variable aléatoire avec: 


Ry 


nn 
EU) = y = 2 


ny n2(ny T na +1) 
O T- 


V(U) = oĉ 


De plus, si nų > 8etn, Z 8 , la distribution de U est 
approximativement normale de paramètre, yy et oy . On écrit: 
Ur Ñ iog ` 
On utilise un test bilatéral, on cherche U¿, et Ue, : 
P[U,, sue He / Ho] = 1-0 
Comme U > N (uu. Su) , on déduit que: 
| Uc, = Hu - Za/2 Ou 


Uc, = Hu + Zaj2 Ou 


Régle de décision 
Soit Uy la valeur observée à partir de l'échantillon tiré. 


Si Uc, < Un < Uc, , on accepte Ho ; autrement, on rejette 


cette hypothèse. 
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Section IV - Le test des séquences 


Le test des séquences est utilisé pour déterminer la nature de 
l'échantillon. i 
On cherche à tester dans ce cas: 
Ho : l'échantillon tiré est aléatoire (indépendant). 
Contre H; : Péchantilion tiré n'est pas aléatoire . 


Soit: W = le nombre total de séquences dans l'échantillon de taille 
n tiré. 
W est une variable aléatoire de paramètre 


2 nno SR 2 nino 


E(W) = uw + = —<£41 
ni + No n 
2 nna (2n4n> - Ny - No) 2 nino (2n4no - Nn 
V(W) = ef, = mo L Ce Dei ` mo Pure ) 
Im: + n2) (n4 + na -1) n?(n - 1) 


na: nombre de symboles de la première espèce: 
nz: nombre de symboles de la deuxième espèce. 


Si Ha Z 10 ena > 10, alors W est distribuée 
1 2 

approximativement suivant une loi normale de paramètre 

uw Glow. 


Wa Niue: 0) 
On utilise comme dans le paragraphe précédent un test 
bilatéral et nous avens la règle de décision suivante: 


H 
H 
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Régle de décision: 
Soit Wo : le nombre de séquences observé dans l'échantillon. 
Si Wo € [uw - Za/2 Ow , Hw + Za/2 Ow] , on accepte Hg . 


Dans le cas contraire, on rejette cette hypothèse. 


PARTIE COURS 


CHAPITRE V - LES TESTS NON PARAMETRIQUES PAGE 261 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 


Exercices 


Exercice n°1 


Des parfums sont vendus dans des flacons présentant 3 
volumes différents : un petit, un moyen et un grand. 

L'expérience a montré que 65% des parfums vendus dans un 
magasin correspondaient au petit volume ,25% au volume 
moyen et 10% au grand volume. 

Afin de décider des quantités à maintenir en stock, le 
responsable des ventes observe un échantillon aléatoire de 100 
flacons de parfum parmi les ventes les plus récentes: 50% 
correspondent au petit volume. 39% au moyen et 20% au grand 
volume, 

Tester au seuil de signification ce 5% si l'ancienne répartition 
des ventes est encore valabic. 


Exercice n°2 


Le tableau ci-joint fournit les quantités de pluie du mois de juin 
dans 64 villes: 
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Nombre de villes 


Quantité de pluie 


[o 11 | 10 
D 3 12 
[2 31 22 
[3 A 13 


KI 7 


Tester au seuil de signification de 5% si les quantités de pluie 
dans ces villes suivent, pendant le mois de juin, la loi normale 
d'espérance m =2,4 et de variance o 2 4 K 


Exercice n°3 
Le tableau de contingence suivant fournit le nombre de 


machines à laver fabriquées localement et importées détaillé 
selon l'âge des acheteurs 


Âge de Machine à laver 


acheteurs Locales : Importes 


| 
L 
| | 
30 | 123 47 
1 
| 
| 


Tester au seuil de signification de 1% si l'origine des machines 
à laver vendues est indépendante de l’âge de l'acheteur. 
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Exercice n°4 
La tableau ci-après fournit la distribution des notes obtenues à 


l'examen du premier semestre pour un échantillon aléatoire de 
1000 étudiants. 


Notes Nombre étudiants ] 

JO - 4] 120 | 
5-8 326 i 

| 9-12 358 l 
13-16 244 i 
17-20 42 | 
Total 1000 A 


Tester, au seuil de signification de 1%, si les notes sont 
normalement distribuées. 


Exercice n°5 


Le tableau suivant détaille , par tranche d'êce , dans un 


teurs, le nombre d'indivicus favorables ou 


échantillon de 50 éis: 
défavorables à limp'antation d'une usine de traitement des 


déchets radio-actifs 
SRE 


| Favorables A Défavorabies | Total 
<40 ans 21 | 12 | + 
11 ME 


27 


l 
| 

>40 ans | 6 
| 23 


| 

d | 

e cial ER 

Total | 
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Tester au seuil de signification de 1% si le choix des électeurs 
est indépendant de l'âge. 


Exercice n°6 
Sur un échantillon de 800 accidents de la route, on a relevé la 


vitesse et le taux d'alcoolisme du conducteur dont le détail figure 
dans le tableau suivant: 


Taux d'alcoolisme 


Faible | Fort 
Vitesse faible 230 | 130 
Vitesse élevée 190 
EE A A EEN 


otal | 


Tester, au seuil de signification de 5% et de 1% l'hypothèse 
gue la vitesse et l'alcoolisme peuvent être considérés comme des 
facteurs indépendants dans ies accidents de la circulation. 

Que peut-on conclure? 


¡xercice n°7 E 

Une compagnie d'assurance désire connaître la loi dela 
variable aléatoire X représentant le nombre d'accidents de la 
route par semaine dans une région donnée. L'observation sur: 
une période a donné les résultats suivants: 


Nombre d'accidents 


Effectif 
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Soit X la v. a définie par : nombre d'accidents de la route par 
semaine dans la région. 

Peut-on conclure que X et distribuée suivant une loi de 
Poisson? 


Exercice n°8 

Une entreprise reçoit ses commandes d’un fournisseur par lot 
de 30 pièces. L'expérience a montré que le nombre de pièces 
défectueuses est variable d’un lot à un autre. 

L'entreprise contrôle au hasard 100 lots. Les résultats sont 
résumés dans le tableau suivant: 


Nombre de 
pièces 
défectueuses 


nombre de lot | 


de 30 pièces 


Soit la variable aléatoire X définis par nombre de pièces 
défectueuses par lot de 30 pièces . 

Tester, au niveau de signification Ge 5%, si X est distribuée 
suivant une loi binomiale. 


Exercice n°9 
Dans une loterie, un jeu consiste à jeter un dé. Pour tester si 


ce dé est équilibré, of a observé 2100 lancers . 
$ 
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Les résultats sont résumés dans le tableau suivant: 


N° de la face 


Nombre 


de résultats 


Tester ces résultats au niveau de 1% . 
Exercice n°10 
Un responsable du personnel d'usine a classifié ses employés 


selon deux catégories: participation aux activités sportives et âge. 
ll a obtenu les résultats suivants: 


Activités! Aucune Occasionnelle | Régulière 


| | 
Age LUN | 


rd 


[25-30 | 20 125 
[80-35 50 200 
[85 - 40! 35 150 
T |! 25 i 150 
{50et+{ | 80 70 AR 175 


IR ON 


Total 


Peut-on considérer au risque de 1% que ia participation des 


employés diffère significativement selon l’âge? 
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Exercice n*11 


Un directeur d'usine désire comparer Pefficacité de deux. 
machines pour pouvoir décider laquelle il faut acheter. Il a 
observé durant une période, la quantité et la qualité produite par 
chacune des deux machines. Les observations sont résumées 
dans le tableau suivant: 


Nombre de pièces non 
défectueuse 


Nombre de pièces 


défectueuses 


Peut - on considérer que la machine Il est plus efficace que la 
machine |.( a =1%)? 


Exercice n°12 


Les résultats suivanis représentent le poids Ces appelés au 
service militaire observe sur un échantillon supposé normai de 25 
jeunes de 20 ans exprimé en Kg: 

68 - 62 - 78 - 82 - 85 - 93 - 71 - 79 - 82 - 91 -77 -73 - 81 - 88 
66-71-75-76-61-66--73-70-75-70 -79. 

Utiliser le test du signe pour confronter 'hypotheses Ho : p = 80 

Kg contre H; : p > 80 Kg (a = 5%). 


PARTIE EXERCICES 


PAGE 268 CHAPITRE V - LES TESTS NON PARAMETRIQUES 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 
2 o 
Exercice n°13 


On étudie ia taille des habitants, homme et femmes, dans une 
certaine ville. 

L'observation exprimée en cm a porté sur 12 hommes et 14 
femmes: E 
Hommes: 157, 169,173, 178, 162, 186, 161, 171, 159, 170, 175 
et 171. 
Femmes: 178,171, 166, 167, 158,161, 173, 181, 180, 169,161, 
160, 163 et 162. 


Au niveau de signification de 5%, peut - on affirmer qu'il y a 
une différence de taille entre les hommes et les femmes? 


Exercice n°14 


Une usine produit des bougies de 15 cm de long. On prélève 
un échantillon de 25 bougies dont la longueur, exprimée en cm, 
est la suivante: 

14,8 - 14,9 -14,3-152 - 15,1 - 15,6 - 14,7 - 14,5- 14,3-15,1- 
19 167 - 15 -15.1-14,8- 14,9 - 14,7--14,8 -14,9 - 19, 
15.3 -15,4-15,6 - 15,7. E 


Si on assigne la lettre M aux bougies mesurant moins de 15 
cm et la lettre B aux bougies mesurant plus de 15 cm, peut-on 
affirmer, au niveau de signification de 5% qui il s’agit d'un 
échantillon aléatoire? 
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Exercice n°15 


Un chef d'entreprise reçoit un lot de 50'articles produits par 
une certaine machine. il procède à une vérification en assignant, 
la lettre B si l’article est bon, et la lettre D s'il est défectueux. 

ll a obtenu la suite suivante: 

BBBBBBBB DD BBBBBBBBBB DDD BBB5 D BBBBBBB DD 
BBB DD BBBBB D BB. 


À partir de ces données, peut on affirmer au niveau de risque 
a=1% que les articles défectueux se présentent vraiment d'une 


manière aléatoire?. 


Exercice n°16 
Supposons que nous voulons effectuer un test sur le montant 
en dinars dépensé, par étudiant et par année universitaire, pour 


Pachat des livres: 


Soit à tester: 


Ha :m=40 
Hi :m>40: 

On ure un échantillon de 24 +: Gants et Pon obtient les 
résultats suivants: 


40: 42: 45: 44:30:33: 35; 39: 48; 47: 46,5: 46,7 i 40; 43; 39,5 ; 
A0: 40: 43:42 381 1395 7403 433 de e 
On suppose que, la distribution du montant est symétrique, 


quelle hypothèse peut-on retenir (a = 5%). 
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Solutions Proposées 


Exercice n°1 


Nous avons n = 100. Nous résumons les différents données 
dans le tableau suivant: 


Effectifs théoriques | Effectifs observées 


On cherche à tester: 


Ho: l'ancienne répartition est encore valable. 


Hi: l'ancienne répartition n'est plus valabie 
n 2 
n; - ni) 
KE i x22) 
Li u 
x CS Se = 3,46 + 1 + 10 = 14,46 
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2 E 
Xa = Xoos = 5.99 


x? > Ye — on rejette l'hypothèse Ho: et on conclu que 


l'ancienne répartition n'est plus valable. 


Exercice n°2 
X ra N(24:11) = Zae 7 = N (0,1) 
On cherche à tester: 
Ho: les quantités de pluie sont normalement distribuées. 
H, les quantités de pluie ne sont pas normalement distribuées. 
Les effectifs théoriques sous Ho se calculent ainsi: 
Ph PIE XA < Mer Pet SL € PT 
= 0,0874 = 0,09 
= pt = 0,09. 64 = 576 
Nous résumons . dans le tableau ci-dessous, :2s différents 
éléments entrant dans ia prise de décision: 


| Quantité de | Effectifs 
| pluie | théoriques | P(x¡<X<xX';) 
fa ni =P 


Fréquences ` 
théoriques 


| 
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+ Les probabilités théoriques sont obtenues en arrondissant 
par excès ou par défaut de façon que ie total soit égal à 1. 

+ La fréquence théorique de la dernière classe est presque 
égale à 5, nous ne pouvons pas effectuer des regroupements. 


x2 = 5,99 


SU - ay 
B a > YI > xolt) = Xoos(4) = 9,49 > 
i 
A $ xa — on accepte l'hypothèse Ho c'est-à-dire la quantité 


de pluie X est distribuée suivant une loi normale N(2,4 ; 1;1). 


Exercice n°3 


Soient les variables aléatoires: 

X = Origine de la machine à laver 

Y = Age de l'acheteur 
On cherche à tester: 

Ho : les variables X et Y sont indépendantes. 
et Y sont liées. 


H; : les variables X 


Les fréquences théorigues sont données par: 
ERJ A j 


E 
y Et 


Le tableau ci-dessus donne les différentes fréquences 


théoriques: 
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Tableau des fréquences théoriques 


Machine à laver 


locales | importées 


113 


x2 > yg — on rejette hypothèse H; et on conclu que l'origine 
des machines à laver depende de ¡'¿ge de l'acheteur, ou que les 
variables X et .Y sont liées . 


a 


Exercice n°4 " 


a 
e 


On cherche a tester : 
Ho: l'échantillon tiré provient d’une population normale 


2 


de moyenne y et de variance o" inconnues. 


H, : L’échantillon tiré ge provient pas d'une population normale. 


t 
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On doit tout d'abord estimer la moyenne m par X et la 


variance 6? par S? E 
S< 20% - 10,207 
KS ni 
EL (E nix? - nX?) = 18,277 > S = 4,275 
n-i / 
X + N (10,327 ; 4,275) > Z = HET ag (0, 1) 
4,275 
Fréquences 
théoriques 2 z 
n: - n; n; < v 
ni = nP; ( i 1) ( i w 
H 


100 
275 
360 
215 
50 


E 
2 (ni - ml 


Ni 


oC > 1a(2) = Kaul = 921 > 


14.73 > 9,21 — on rejette l'hypothèse de normalité de la 
population c'est-à-dire l'hypothèse H. . SS 


Exercicer" 5 
On procède de la même manière que Pexercice n°3. 
Soient : X = age de l'électeur 
Y = choix de l’électeur 
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On cherche à tester: 
Ho : X et Y sont indépendantes. 


H,:X et Y sont liées 


Tableau des fréquences théoriques 


Favorable | Défavorable 


ee 


8 


+ E DG A on 
e RE 1 0,5 + 0,6 + 1 + 1,125 = 3,225 
ni 
E Im - ni)” 


2 2 SC Ce Eg 
o XD — Zell = fogt = 6,63 => 
Ni 
On décide Ho c'est-à-dire l'indépendance entre le choix et l'âge 
des électeurs avec un risque d'erreur de 1 %. 


Exercice n°6 
ll s’agit toujours d'un problème d'indépendance entre deux 
variables X et Y où: + x K 
X = taux d’alcooïisme 
Y = vitesse du conducteur 
On teste : 
Ho: X et Y sont indépendantes contre H; : X et Y sont liées. 


ES 
D 
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Tableau des fréquences théoriques 


aux d'alcoolisme Faible 


Vitesse 


Faible 
Grande 


a 2 
ST n; > H 
S.C - 091 + 1,36 + 0,74 + 1,11 = 4,12 


ni 


Shot = 3,84 


On décide de rejeter Họ avec un risque d'erreur de 5% : 
+ Pour un risque d'erreur œ = 1% , nous avons 
2 A e 
40010) = 6,63 > On accepte Ho avec un risque d'erreur de 


7 07 
i 70. 


Conclusion: 

Un rejet de Ho à un niveau de 5% n'impiijue pas 
‘écessairement un rejet a us niveau de 1%. 

Un rejet de Ho à un niveau de 1% implique un rejet à un niveau 
de 5%. 


< Une acceptation de H. à un niveau de 5% implique une 
acceptation à un niveau de 1%. 
+ Une acceptation de Ho à un niveau de 1% n'implique pas 


5% 


nécessairement une acceptation à un niveau de 5 


PARTIE SOLUTIONS 


CHAPITRE V - LES TESTS NON PARAMETRIQUES PAGE 277 


EXERCICES CORRIGES DE STATISTIQUES AVEC ELEMENTS DE COURS 
L o 
Exercice n°7 


Les hypothèses à tester sont: 
Ho : la distribution est conforme à une loi de Poisson 
de paramètre à . 
H. : La disiribution n'est pas conforme à une loi de Poisson . 


A e TES SE e X ni kE 
À est inconnu, nous pouvons l’estimer par X = + = 2,5. 


d È Xi 

: Donc, on cherche à tester si X suit une loi de Poisson de 

` paramètre 2,5. 

E Effectifs | Probabilté | Effectifs | Effectifs 

ás Xi empiriques | P(X = x;)= P; | théoriques théoriques | n; > n) 
: | ni | mn = nP; | regroupés E 
Fo | 8 0,0821 G | 

E 1 | 16 | oam | | 

ES | 8 02565 | | 

13 | 3 0,2138 | | 

a. | 6 0,1336 | | 

Es 5 | 0,0668 | E | 

Ee + 2 0,0278 | | | 

E SL. a "2 UNS 1 ae | 5,67 | 5,01 
Mets | 1 | ooma | os | | | 
L t RC EE e SE eg 
¿Total | 52 G L | 52 |. +6,68 
] | | 
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S (m - my? 
& (ni ni? ES x? (3) 
x001(3) = 11,24 > xé =1868 > ant) — On rejette 


l'hypothèse Ho c'est-à-dire nous ne pouvons pas considérée que 
X est distribué suivant une loi de Poisson de paramètre À = 2,5. 


Exercice n°8 
Le nombre moyen de pièces défectueuses par lot est donné 


par: 
7 0x44 + 1x20 + 2x15 + 3x12 + 4x5 + 5x4 


MS = 1,26 
100 
La proportion p de pièces défectueuses est estimé par 
“OS 0,04 . 
30 


On cherche à tester: 
Ho : X est distribuée suivant une loi Binomiale de paramètres 
n=30 ei p = 0,04. 
H. : X n'es: pas distribuée suivant une loi Binomiale 
de parametres n = 30 et p = 0,04 


On donne dans le tableau ci-dessus les différents éléments 
entrant dans la prise de décision. 
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Effectifs | Probabilité | Effectifs 
observés | P(X = x; /Ho) | théoriques 


(m; - Y 


ur 
0,2939 
0,3673 


0,2219 


0,0863 

0,0243 

0,0063 
1 


> a > xa = Xaos(2) = 5,99 


22 > tés te) — On rejette H, c'est-à-dire l'hypothèse 


que X est distribuée se/on une loi Binomiale de parametres n = 30 
et p = 0,04. 


Exercice n°9 
Soit X la variab'* =iéatoire définie par: « Face obtenue lors 
d'un lancer de de ». 
Si le de est équilibre, nous avons: 
P(X = 1) = P(X = 2) = .... = P(X = 8) = 1/6. 
On cherche à tester: 
He Le dè est équilibré. 
t 
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Les effectifs théoriques sous l'hypothèse H sont donnés par: 


He. 1 2100 = 350 Vert 2.446 
6 


2 Tim. ml 352 +30? +20? +0+20? +5? 
= 


x = =8,43 
ni 350 
140 PRE + x z US > On rejette Ho c'est-à- 


dire l'hypothèse que le dè est bien équilibré. 
Exercice n°10 


Soient: 
X: Niveau de participation de l'individu aux activités 
sportives. 
Y: Age de l'individu. 
On cherche à tester:: 
Ho: X et Y sont indépendantes 
contre H;:X et Y sont liées. 


Tabieau de fréquences théoriques "+ 


e articipation Aucune 'Occasionnelle Réguliere | Total | 
F e | i ) 
T E d SE 

1 


[25 301 33 | 39 53 | 125 

[30 35[ | 53 | 62 ` | 85 200 

[35 40[ | 39 | 47 64 | 150 

[40 50[ | 39 | 47 | 64 | 150 

nee | 46 | 55 dedo 
1 | 


Totai 
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x? = 108,29 


x2 > x2 — on rejette l'hypothèse Ho et on conclu que les 


variables X et Y sont liées. 
Exercice n°11 


A chaque pièce produite, on associe la v.a. de Bernoulli : 


x d si la pièce produite par la machine | est bonne 
i = 


D si la pièce produite par la machine | est dé fectueuse 
On pose P(X; =f = Di et P(X; = 0) = Y = Py = 9; 


ii  sila piece produite par ia machine Il est bonne 
O sila pièce produite par la machine Il est dé fectueuæe 


On cherche à tester : 
Ho : Pr = P2 Ho: Pi Da = 0 


contre Hi pe < Do © Ho: Ba Pa < 0 


Soient Fin et Fan les estimateurs de p; et Des respectivement. 
DI 


D 
D 
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pa 
Fn > N (pi; ES avec n, = 250 et n° = 80 
i 
Sous Ho: 
i 1 1 
Fon Fin + N (0; UR E 
ns na 


z 1 a Se | 
est estimé par p = X; + Y; | = 0,94. 
P H H ns +N> È i dë ] 


4 


On estime o? par 6? = p(1 - p) El, + 
ns No 
Règle de décision 


SER < - Za dei , on rejette Ho . Dans le cas 
contraire , on accepte cette hypothese. 
Nous avons: Fi, = 0,94 ; Fon = 0,95 — F;,-F = - 0,01 
et -Z, Ve? = - 2,33. 0,0305 = - 0,071 > on accepte 
l'hypothèse D. c'est-à-dire l'hypothèse d'efficacité identique des 
deux machines. 


Ce test peut être considéré aussi comme un test 


d'indépendance entre la quantité de bonne pièces produites et la 
machine utilisée. 
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Exercice n°12 


Il s'agit la d'un test du signe. 
On cherche a tester: 

Ho : u = 80 

H, : U> 80 


on remplace chaque valeur plus petite aue 80 par (-) et plus 
grande que 80 par (+) . Nous avons: 
SERRE EE ES AE PET ES ee E beer 
Les hypothèses du test peuvent être formulées comme suit: 


Ho:p= 


Soit Y la v.a. qui représente le nombre de signe (+) Y suit une 
4 
distribution binomiale de paramètre n = 25 et p = — (sous Ho) . 


La région critique est dsierminée par Yeri tel que 
NEE L EE 
Soit P(Y > Yer 10,15) € 005 -+ Yg 16 


Le nombre de signes (+) observé est 7 < 16 — On décide Ho 
c'est-à-Ẹlire l'hypothèse que u = 80. 
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Exercice n°13 
Nous avons deux échantillons de taille n = 12 et ns = 14. 
On chercher à tester: 
Ho : Les deux échantillons proviennent de la même population. 
H, : Les deux échantillons proviennent de populations différentes. 


Nous pouvons utiliser un test de rangs 


Observation 


Origine 


La somme des rangs du premier échantillon est donnée par 
R/R;=1+84+:6+11+11+15 +16 + 16 + 19 + 21 +22 +26 
Sfor. 
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La valeur observée par la statistique U est donnée par: 


Uo = WI + Pn H S 1) S 


R; = 79 
2 
nn 
y = rs = 84 
GE Jnana + Ha +1) 21924 
to 12 


Les valeurs critiques sont données par: 


Uc, = Wy - Za/2 Ou = 84 - 1,96. 19,44 = 45,9 


il 


Ue 


ei 


Hu + Zoo Ou = 84 + 1.96. 19,44 = 122,1 


Règle de décision: 


On décide H, On décide Hs On décide H 
LU 45,9 122,1 


ces? 
Le: 


Un = 79 e [45,9 122,1] -> On décide Hb 
l'hypothèse qu'il ny a pas de différence 
tailles des hommes et des femmes. 


c'est-à-dire 


significative entre les 


Exercice n°1 


On cherche à tester: 


Ho : Echantillon tiré est aléatoire 


> 
H. : Echantillon tiré est non aléatoire 
t 
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On utilise un test de séquence 


Nous avons, en assignant la lettre M aux bougies mesurant 
moins de 15 cm et la lettre B aux bougies mesurant plus de 15 
cm, la séquence MMM BBB MMM BB MMB MMMMM BBBBB . 


Soit 8 séquences (suite de lettres identiques) 
Soit n; = le nombre de lettre M 
n° = le nombre de lettre B 
On a: 
n¡=13etn>=11 
Soit la v.a. W: nombre total de séquences dans la série 
d'observations: 


2n4N> 


= ——=— + 1 = 12,92 
Fa Dn + No 
| 2 E E 
e nee 14 e). A ap 


CEA 
(ns + n2)° Um + n2-1) 


Les valeurs critiques du test au niveau a = 5% sont données 
par: 


Wu 12,92 - 1,96. 236 = 8,25 
We E +.1,96...2,38= 17,58 


Regle de décision: 
On décide H, On décide Ho On décide Hı 
Wobs 8,25 17,58 
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Or wo = 8 € [8,25: 17,58], on rejette HO et on affirme que 


l'échantillon tiré n'est pas aléatoire. 
Exercice n°15 j 


On cherche à tester: 
Ho : l'échantilion tiré est alétoire 
contre H, : Péchantilion tiré n'est pas aléatoire . 


li s'agit donc d'un test de séquences. Nous avons 12 
séquences. 
Soit: 
n; : le nombre de ieitre B dans l'échantiilon 
nz : le nombre de lettre D dans l'échantillon . 


Nous avons: 


n: = 39 
fam 11. 
Soit la v.a.: 
W: nombre total de séquences dans la série d'observations. 
üw = 18,16 


e = 2 
Ow = LI 


Les valeurs critiques du Test au niveau a = 1% sont données 
par: 
e 
We, = 18,16 - 2.58- 238 1202 
4 
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We, = 18,16 + 2,58 . 2,38 = 24.3. 


Le nombre de séquences observé dans la série est Wa = 13. 
Wo = 13 e [12,02 ; 24,3]. On accepte Hoet on affirme 


que l'échantillon tiré est aléatoire. 


Exercice n°16 
On cherche à tester: 
Ha :m=40 
contre H, :m>40. 
m : dépenses en dinars par étudiant et par année en achat des 
livres. 


La taile n = 24 < 30 et la distribution des dépenses est 
supposée symétrique. Nous dovons appliquer le test de signe. 


Si H est vraie, on a m = 40. On remplace chacune des valeurs 
observées dans l'échantillon par (+) ou {-). Nous avons la série 
suivante: 


Hero H+L+ + + ER 


Les hypothèses du test peuvent être formulées comme suit: 


€ 


1 
H. DE — 
É 
H 

contre H. D> 
3 2 
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Soit Y la v.a qui représente le nombre de signe (+). 
1 
Y Bin e bp e 3 
2 
Le nombre de signe (+) observé est Va = 12. 


Sur la tabie de la loi Binomiale cumulé, pour n = 20 et p = e i 


on cherche la valeur critique Yoy tel que: 
BOY > Yon! Ho) = HY > Yeal n = 20etp = 0,5) < 005 
> Ven = 14 

Yob = 12 < 14 > 
que m = 40. 


on décide H, c'est-à-dire l'hypothèse 
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ANNEXE 2 
Table 1 
Distribution normate centrée réduite cumulée 
Z e N(0, 1), P(Z > z2) 


oi 02 03 04 05 06 07 08 09 
496 492 488 484 480 476 472 468 464 
456 452 448 444 440 436 433 429 425 
417 413 409 405 401 397 394 390 386 
378 375 371 367 363 359 356 352 348 
341 337 334 330 326 322 319 316 312 
305 302 298 295 291 288 284 281 278 
271 268 264 261 258 255 251 248 245 
239 236 233 230 227 224 221 216 215. 
209 206 203 201 198 195 192 189 187 
181 179 176 174 171 169 166 164 161 
156 154 ‘152 Sien 147 145 142 146 138 
134 IAE - 129 - 12 125 123 121 Lg 117 
13 111 109 108 106 104 102 100 099 
095 093 092 090 089 087 085 084 082 
079 078 076 075 074 072 071 069 068 
066 063 062 061 057 056 
054 052 051 049 046 046 
04 042 061 040 038 037 
035 034 033 032 030 029 
028 027 026 926 024 023 
022 021 021 020 019 018 
oi? 017 . 016 016 015 014 
014 013 _013 012 011 911 
010 010 010 010 009 095 
008 008 097 907 007 006 
006 006 006 006 005 005 005 
005 004 004 004 004 004 004 
003 093 003 003 003 003 903 
002 092 002 002 902 002 002 
002 002 002 002 002 001 001 
001 001 0061 001 061 co1 001 
001 oci 001 001 201 001 901 
001 opt 001 001 091 001 001 
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Table 4. Loi de Laplace-Gauss. 


Valeur de : ayant la probabilité P d’être dépassée en module. 


LE ee ee oe oe ee ee far po 


œ |2,575 8|2,326 312,170 112,053 711,960 0| 1,880 8]1 „811 9/1,750 7|1,6954 
0,1 {1,644 9/1,598 2|1,554 8/1,514 111,475 811,439 511,405 111,372 21,340 8,1,310 6 
0,2 ¡1,281 611,253 611,226 511,200 411,175 01,150 3/1,126 411,103 111,080 311,058 1 
0,3 |1,036 411,015 210,994 510,974 110,954 210,934 610,91 5 410,896 510,877 910,859 6 
0,4 ¡0,841 610,823 910,806 410,789 210,772 20,755 410,738 8/0,722 510,706 310,690 3 
0,5 10,674 510,658 819,643 310,628 010,612 80,597 810.582 810,568 110,553 410,538 8 


0,6 0,524 410,510 1 110,495 910,481 710,467 710,453 810,439 9/0,426 110,412 5/0,398 9 
0,7 (0,385 dan 910,358 50,345 10.231 910.315 6/0.305 510,292 410,279 310,266 7 
0,138 2 
0.012 d 


> 


0,8 [0,253 310.240 410,227 50,214 710,201 9l0,189 es 76 410,163 710,151 0 
0,9 {0,125 79 


13 019,100 410,087 810,075 310,062 7:5.559 210,037 610,025 1 


Table pour les petites valeurs de P 


H T 
ZS | 107? 10a 197* | mes 


LA 3,290 5 | 3,8906 | 4,4172 | 4,891 6 


S 
| 
| 


Exemple : pour P = 0,17 t= 1,3722. l d 


TABLE No 


4 
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STATISTIQUE ET CALCUL DES PROBABILITE 


Table de la fonction istégrale 


de la loi de Eaplace-Gauss 


Probabilité d'une valeur inférieure à t 


0.08 


0.9113 


j 
20 | 0.9772 
| 2a | 0982 
| 22 | 0.9861 
| 23 | 09893 
24 | 0.9918 
| 2,5 | 09953 
27 | 0.9965 
23 | 0.9974 


0,9726 


0,9783 
0.9830 


0,9868 | 
0,9893 ¡ 
0.9922 | 


0.9956 
0.9967 
09% 
0.9982 


| 
į 
1 
1 


0.5120 
0,5517 
0,5910 
0.5910 
0,6293 
0,6664 
0,7019 
0.7357 
0.7673 
0,7967 
0,8218 


0,8485 
0,8708 
0,8907 
0,9082 
0,9236 
0.9375 
0,9484 
0,9582 
0,3004 


0.9937 


0,99904 | 0,99931 EEN 


0,9591 
0,9671 
0,9738 


0,9793 
0,9838 
0,9875 
0,9904 
0,9927 
0,9959 
0,9969 


| 0,9977 
| 0.9984 


0,5199 
0,5596 
0,5987 
0,5987 
0,6368 
0,6736 
0,7038 
0,7422 
0,7734 
0,8623 
0. 5289 


0 853: 
0,8749 
0,8944 
0.9115 
0,9265 
0,9394 
0,9505 
0,9599 
0.9678 
0,9744 


0,9798 
0.9842 
0.9878 
0,9906 
0.9929 
0,9960 
0.9970 
0.9978 
0.9984 


> 


9,5239 
0,5636 
0,6026 
0,6026 
9,6406 
0,6772 
0,7123 
0,7454 
0,7764 
0,8051 


0,8315. 


0,8554 
0,8770 
0,8962 
0,9131 
0,9279 
0,9406 
0,9515 
0,9608 


0,9686 


0,5975 
y 


“0,9803 


0,9846 
0,9881 
0,9909 
0,9931 
0,9961 
0,9971 
0,9979 


05219 
0,5675 
0,6054 
0,6064 
0,6443 
0,6808 
0,7157 
0,7486 
0,79% 
0,8078 
0,8340 


0,8577 
0,87% 
0.8980 
0.9147 
0,9292 
0.9413 
0,9525 
0,9616 
0,9693 
0,9756 


0,9805 
0,9850 
0,9884 
0.9911 
0.3993 
0.9962 


03977; 


` 0.9980 


0,5319 
0.5714 
0.6103 
0,6103 
0,6480 
0,6844 
0,7190 
0,7517 
0,7823 
0,8106 
0,8365 


0,8599 
0,8310 
0,8997 
0.9162 
0,9306 
0,9429 
0,9535 
0,9625 
0.9699 
0.9761 


2,9312 
0.9854 
0,9887 
0.9913 
0,9934 
0.9963 
29973 


0.9986 


: La table donne les vaieurs de n (1) pour t positif. Lorsque 1 est négauf il faut prendre le 


complément à unité de la vaieur lue dans la table. 


Exámple : 


pour $ = 
pour í = 


1,37 
137 


RU = 0,9147 
nt) = 0,0853 
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Tables et abaques 


ANNEXE 4 


Table de la loi de Student (*) 


P(T < t) et v connus — Recherche de t 


St (0,1) 


NE Teto PCE ES 


31,82 


0,000 
0,000 
0,000 
0, 000 
9,000 
0,000 
0,000 
8,300 
D. 000 
2,909 


6,690 
6,000 
9,000 


Ho ra ta pe a ba ke ba 
à @ 6 A Ou MN a 


DN 
RTE En YN 


0,325 
0,289 
0,277 
0,271 
0,267 
0,265 
0,263 
0,262 
0,261 
0,260 


0,260 
9,259 
0,259 
0,258 
0,258 
0,2 

0,257 
0,257 
0,257 
0,257 


0,257 
0,256 
9,256 
0,256 


1,376 
1,061 
0,978 
0,941 
0,920 
0,906 
0,896 
0,889 
0,883 
0,879 


0,876 
0,873 
0,870 
0,868 
0,866 
0,865 
0,863 
0,862 
0,861 
9,860 


0.859 
0,853 
0,858 
0,857 
0,856 
0.855 
0,855 
0,855 
0,854 
0,854 


0,351 
0,848 
0,346 
0,845 
0,843 
0,842 


1,314 


3, 078 
1,886 
1,638 
1,533 
1,476 
1,440 
1,415 
1,397 
1,383 
1,372 


1,363 
1, 35€ 
1,350 
1,345 
1,341 
1,337 
1,333 
1,330 
1..328 
1,325 


1, 312 
1,318 
1,316 
1,315 


$. 313 
1,311 
1,310 


1,303 
1,296 
1,292 
1,230 
1,286 
1,282 


[aa R E LE, aimes 


12,71 
4,303 
3,182 
Zee 


6,314 
2,920 
2,353 
2,132 
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Vour exemples d'utilisation pp. 136. voir programme de génération de cette table p 467 
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ANNEXES 
Table 6 Distribution de Student-Fisher. 


Valeur de 1 ayant la probabilité P d'être dépassée en module. 
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Xota. — v est ie nombre de degrés de liberté. 
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Table 2 


Distribution du x? cumulée 


La table 2 donne les valeurs E telles que PR > CN /m) = a 
où m est le nombre de degrés de liberté 
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Table 6 


PíX>x/n, p), pour n = 5, 10, 15 et20 
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